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Resumo

Descreveremos um modelo simples para o mecanismo de respiracao humana
através de um sistema de equagdes diferenciais com retardamento e buscaremos
por condigoes que garantam a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema, possi-
bilitando realizar significativa prevencao de irregularidades na respiragao humana.
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Introducao

Apresentaremos neste trabalho um sistema de equagoes com retardamento o
qual descreve um modelo sobre o mecanismo de controle respiratério em humanos
e pretendemos estudar as condigoes de estabilidade e instabilidade do ponto de
equilibrio do sistema.

Entendemos que o mecanismo de producao de padroes instéveis de respiracao
tem potencial significativo na prevencao e tratamento de varias irregularidades na
respiracao humana, como por exemplo apneia do sono, SIDS, etc.

O objetivo deste trabalho é fornecer uma analise de estabilidade para um modelo
simplificado do sistema respiratorio. Este artigo foi baseado principalmente no
estudo que realizamos sobre a referéncia [2].

1 Modelo Respiratorio

Segundo a referéncia [2], o controlador responde as entradas dos quimiorrecepto-
res centrais e periféricos. “Um quimiorreceptor é um receptor que responde a uma
alteracdo na composicao quimica do sangue, ou outro fluido em torno de si”, veja
[5]. Os quimiorreceptores respondem as mudangas na concentragao arterial de COq
e Oy (Pco,, Po,). O controlador também é influenciado por mudancas no estado,
como sono, insonia, etc. A ventilagdo (W) juntamente com a concentragao de C'Oq
e O inspirada (Prco,,Pro,), influencia o comportamento do pulmao.
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Figura 1: Diagrama de controle do sistema respiratorio

No diagrama apresentado, Tp, representa o retardo no transporte entre o pulmao
e o quimiorreceptor periférico e Tp, representa o retardo no transporte entre o
pulmao e os quimiorreceptores centrais. Para maiores detalhes sobre o sistema
respiratério consulte a referéncia [1].

Evidéncias experimentais indicam que o aumento do retardo no transporte da
ventilacdo pode produzir padroes oscilatérios, que causam padroes anormais de
respiracao.

Para simplificar o sistema, vamos assumir que o retardo no transporte da ven-
tilacao seja constante.

A anélise realizada no Capitulo 8 da referéncia [5] explica estes processos bioldgicos
de uma forma mais clara.

Neste artigo, vamos nos concentrar apenas nos quimiorreceptores periféricos para
estudarmos o controle da respiracao, ou seja, iremos omitir a area pontilhada na
figura acima.

Considere o seguinte sistema nao linear de equacgoes diferenciais com retarda-
mento:

asz = p—aW(g(t—T),a(t—T))(g(t)—fﬂl) (1.0.1)
‘%’ _ —a+5w(% (t—T),§(t—T)> (yi— Y (1)),

onde T e ¥ denotam a concentragao arterial(pressao arterial) de CO2 e O3, res-
pectivamente; W (.,.) é a funcao ventilagao (que monitora o volume de gés movido
pelo sistema respiratério, mudancas de frequéncias da respiragao); 7 > 0 representa
o retardo no transporte ; xy e y; sao as concentragoes de COs e O inspiradas,
respectivamente; p é a taxa de producao de C'O9; o é a taxa de consumo de Os e
a, 8 sao constantes positivas referentes a difusao de CO9 e Os respectivamente.

Vamos reescrever o sistema (1.0.1) usando novas varidveis. Para isso, faremos a
seguinte substituicao:

~

z(t) =a (:L’ (t) — :1:1) ey(t)=> (yI— 5 (t)),

onde a e b sdo constantes a serem determinadas. Assim,
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E ainda,
o(t) = a (¥ (1) 1) 5 (1) = as + () e

y(t)=b (=5 () =5 () = 91 — 7u(0).

Substituindo em (1.0.1), obtemos:

dv d=x 1 1 1
e GE = ap — aaW (a:z + 537(75 —T),yr — gy(t — 7')) (ax(t)> ,
dy  dy

1 1 1
i _bﬁ = bo — bW (l‘[ + am(t —7),yr — gy(t - T)> <by(t)> .

1 1
Agora, chamando as constantes a e b por a = — e b = — e definindo a seguinte
P o

funcao
V(z,y) = W(xr + px,yr — oy),

obtemos as seguintes equagoes:

dz

— = 1—aV(x(t—7),y(t—7))x(t),

chlt Y (1.0.2)
di; = 1-8V(x(t—7),y(t—7))y).

2 Analise de Estabilidade

Vamos considerar o sistema de equagoes diferenciais (1.0.2) e investigar questoes
sobre existéncia, unicidade e estabilidade do ponto de equilibrio. Parece ser biolo-
gicamente realistico assumir W (u,v) como uma fungao crescente em u e como uma
fungao decrescente em v, para u > xy e v < yz, ver referéncia [6]. Portanto, vamos
assumir as seguintes condicoes sobre a funcao V:

(H1) V(z,y) é uma fungao diferenciavel, com V' (0,0) = W(z,y;) =0 e

oV (x,y) oV (z,y)

(H2) ox y

> 0, >0, x>0, y>0.

Note que £ > 0 e y > 0 correspondem a > 17 e Y< Y7 nas varidveis originais.
Para estudarmos a estabilidade do equilibrio é preciso estabelecer alguns resultados
preliminares.

Teorema 1 Suponha as hipdteses (H1) e (H2) . Entdo existe um unico ponto de
equilibrio positivo do sistema (1.0.2).



Prova: Um ponto de equilibrio (7,7) de (1.0.2) se existir, deve satisfazer:

dz dy

EZOGE:O’ comZT #0ey #0.
Ou seja,
o o _ 1
l1-aV(@,y)z=0=aV(@y)z=1=V(z,7) = —,
azx
L= BV @y =0= V@9 = 5
- Z, Y)Yy = z,Y)= =
By
Segue que
1 1 ]
aT [y Q
Note que
] 1
14 (Bljy) = . (2.0.3)
«a Yy
Como V(0,0) = 0e V <ﬂy,y> é crescente em ¥, existe uma unica solugao
«
positiva 7 de (2.0.3), devido ao Teorema do Valor Intermediario. Observe também
] 1
que oV (Z,7) = aV <By,y> = % = —, ou seja, encontrado g, existe unico T dado
Q@ y x

por x = —y.
«

Portanto, (%, 7) é o tnico ponto de equilibrio de (1.0.2), comZ >0ey > 0. H

Vamos investigar agora a estabilidade assintética do ponto de equilibrio do sis-
tema (1.0.2), considerando as hipéteses (H1) e (H2).
Chamando £(t) = z(t) — 7, n(t) = y(t) — 7y em (1.0.2) e

~ | 1= aV(x(t—1),y(t —7))z(t)
W= 1 vt — )yt —m)y(t) |

e usando a Férmula de Taylor para aproximar W em torno do ponto de equilibrio
(Z,7), obtemos o sistema linearizado de (1.0.2):

E _ _GVe(t) - adVit(t — 7) — aaVn(t — 7).
jt (2.0.4)
CTZ = —AVn(t) = ByVet(t — 7) — ByVyn(t — 1),

em que V = V(z,7), V; = Vi(z,7) e V,, = V, (T, 7) sdo constantes.

Podemos reescrever (2.0.4) da seguinte forma:
d (&) &(t) §t=7) \_ (0
i (oo )2 ) +2 (560 )= (0):
oV 0 aZV, oIV,
comA—< 0 5v)eB—<6er Bij>

Para construirmos a equagao caracteristica usaremos os resultados de [3]. Assim,



A(X, ) = det <)\I +A+ Be’T’\) ~0.

Logo,

det [ A aV + azVye ™ azVye ™A PN
ByVee ™ A BV + ByVye™ )

()\ +aV + oﬁvme_”\) (/\ + BV + @Ee—”) - aﬁaTyVmVye_T)‘ =0=
A4 Ma+ BV + BV + ((B9Y, + azVo)A + aV GV, +TV,)) e ™ = 0.
Agora, denotemos por:

PO = A2+ Ma+ B)V +afV’

Q) = (azVy + BYV )\ + aBV (TV, + yVy).
Logo,

A\, 7) = det ()\I FAT Be—ﬂ) = PO\ +Q\)e ™ =0. (2.0.5)

Notemos que quando 7 = 0 em (1.0.2), temos uma equagao diferencial ordindria
e neste caso podemos utilizar os resultados referentes a teoria de estabilidade para
este tipo de equagao.

Fazendo 7 = 0 na equacao acima, obtemos:

A(X,0) = X2+ AV + BV + 0V, + B7V,) + aB(V GV V, + TV V) = 0.

Por causa das hipdteses (H1) e (H2), os coeficientes desta equacao sao positivos
e, portanto, as raizes tém parte real negativa.

Para 7 = 0, segue da teoria de estabilidade para equacoes diferenciais ordindarias
que o ponto de equilibrio (Z,7) é assintoticamente estével.

Para a andlise de estabilidade em que 7 > 0, vamos precisar do resultado abaixo.

Lema 2 SeV > zV,+3V,, entdo A(iw,T) # 0, Vw € R, ¥7 > 0. Se V < ZV,+yV,,
entao existe um unico par wg, Tg, com wg > 0, 19 > 0, woTy < 27 de modo que
A(iwg, 1) = 0.

Prova: Primeiramente, note que A(0,7) = aﬁ(VQ +yVV, +2VV,) # 0, pois
a,B#0,V #0, (z,7) # (0,0) e V;,V, > 0. Portanto, A = 0 nio é solugao da
equagcao caracteristica.

Além disso,

CN)2 2 722 v T )2 4 2772 2772, 2 2 2774
|P(iw)|* = (—w +apV ) +(aVw+ fVw) =w +<a Vi i+ BV )w +a“B*V
¢ 2 2 2

Q(iw)* = (BYVy + azVy)” w? + B2V (3V, +7V4) "
Assim,
|P(iw)? = |Q(iw)* = w* + k1w + ko,

onde ki = & (a2 + 52) — (By7y+ afﬁf e ko = a252v2 (V2 — (yE+fK)2>.
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Agora, se V > TV, + 3V, entio V- > (TV, +7V,) = V- — (TVe +7V,)" > 0
e como 042[3272 > 0, segue que kg > 0.
Note também que:
V> @V +9V,) = (02 + BV > (02 + 8%) (3Ve +3V,) =
= oV, +20°T GV, Vy + PPV, + BV, +28°T gV, W, + B, +
+ 20T YV, V, — 2a8T §V; Vy = 20T GV, V, + 26T GV, Vy + (aZV, + B5V,) " +
+ (agV, — ﬁfo)2 > (azV, + 5@7@,)2 .
Portanto, (a2 + ,82)72 > (o@@ + ﬂﬂvy)Q, o que implica k; > 0. Assim,
|P(iw)]? — |Q(iw)|* > 0,Vw € R*. (2.0.6)

Suponhamos por contradicao que w seja raiz de A(iw, 7) = 0. Ou seja,

P(iw) 4+ Q(iw)e ™™™ = 0 = P(iw) = —Q(iw)e ™7
= |P(iw)” = [Q(iw)[*|e™™T|* =
=[Q

|P(iw)? = |Q(iw)]* = |P(iw)|* - |Q(iw)[* = 0,

contradizendo (2.0.6). Portanto, A(iw,7) # 0,Yw € R*,7 > 0, o que conclui a
primeira parte do lema.

Agora suponha que V < TV, + yV,,. Entao,
=2 e a2 ) 9092 (T2 i 2
V= @V, +7V)° <0ea2B2V" > 0= ky = a2B2V (V — (32 +7V,) ) <0.

Seja v = w?, tem-se entdo |P(iw)|? — |Q(iw)|? = v? + kv + kg. Defina G(v) =
v? + k1v 4 ko. Como ks < 0, G(v) = 0 tem uma unica raiz nao negativa dada por

1 /
vy = 5 |:—k1 + k‘% — 4k2:| > 0.

Consequentemente, vg = w% = wy = ++/v9 > 0. Portanto, existe uma tUnica
raiz wo tal que |P(iwp)|> — |Q(iwp)|? = 0 e para este wg, podemos determinar 7y de
modo que Tpwg = 2w. O que completa a prova do lema. |

Observagao 3 Se V < TV, + yV,,, entdo pelo Lema 2, temos A(iw,7) = 0,w €
R, 7 > 0 se, e somente se,

2
w2:|:w07T:Tnd;fTO"i_ﬂan:Ovvaa"'a (207)
wo

em que wg > 0 e 19 > 0 sdo obtidos na prova do Lema 2.

Para concluir a andlise, vamos utilizar o resultado a seguir, cuja prova pode ser
encontrada em [4].

Teorema 4 Considere a equacdo (2.0.5), onde P e Q sdo fungdes analiticas no
semiplano Re(z) > —4§, com § > 0. As sequintes condi¢des sao satisfeitas:

(i) P(z) e Q(z) ndo tem parte imagindria nula;
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(i) P(—iy) = P(iy), Q(—iy) = Q(iy), para y € R;
(iii) P(0) +Q(0) £ 0;
(iv) Existe no mdximo um numero finito de raizes de (2.0.5) no semiplano Re(z) >
=4, quando T = 0;
(v) F(y) = |P(iy)|* — |Q(iy)|?, para y € R, tendo no mdximo um nimero finito
de raizes reais.

Sob essas condigoes, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(a) Suponha que a equagdao F(y) = 0 nao tenha raizes positivas. Entao se (2.0.5)
€ estavel em T = 0, ela permanece estavel para todo T > 0. Enquanto que, se for
instavel em T = 0, permanece instdavel para todo T > 0.

(b) Suponha que a equagao F(y) = 0 tenha pelo menos uma raiz positiva e que
cada raiz positiva seja simples. Entao, conforme T cresce, trocas de estabilidade
podem ocorrer e existe um niumero positivo T tal que a equagdo (2.0.5) € instdvel
para todo T > T e, conforme T varia de 0 a T*, no mdzimo um numero finito de
trocas de estabilidade pode ocorrer.

Mostremos agora que, sob certas condicoes, o ponto de equilibrio (z,y) do sis-
tema é assintoticamente estavel.

Teorema 5 SeV > f?ﬁy?y, entdo o ponto de equilibrio (T,7y) € assintoticamente
estdvel para todo retardo T > 0.

Prova: Note que

A(M0) = A2+ MaV + BV + azV; + BV + aB(V° + 7V Va + GV V).

Se chamarmos A = oV + BV +azV,+6yV, > 0e B = a/B(V%—fVE—i-@VW,) > 0,
podemos escrever
N+ AN+ B=0.
Para A = u + v e igualando partes real e imagindria, temos

w—v24+Au+B = 0
2uv + vA =0

A
Da ultima equacao segue que v = 0 ou u = ) <0.Sev=0=u’+Au+B=0
o que implica y = =AEVA'—1B V2AL43 < 0.

Logo, todas as raizes da equacao tem partes reais negativas, entao para 7 = 0
o equilibrio é estdavel. Agora, vamos aplicar o Teorema 4, item (v)(a). Primeiro,
vejamos se todas as condigoes exigidas estao satisfeitas. De fato,

(i) Segue do Lema 2 que P e () nao tém raizes imagindrias comuns;

(ii) P(—iw) = —w? — (a+ B)Viw + aﬁV2 = P(iw), é ficil ver que
Q(—iw) = Q(iw);
(iii) P(0) +Q(0) = afV(V + @Ve + 7V V,)) # 0
(iv) Quando 7 = 0, P(A) + Q(A\) = 0 s6 admite um numero finito de raizes no

semiplano considerado;

(v) F(w) = |P(iw)]* — |Q(iw)|?, é um polinémio em w e, portanto, possui um
nimero finito de zeros reais.



Segue do Teorema 4 que o equilibrio é estavel para todo 7 > 0. |

Lema 6 Considere 7, e wy descritos na Observacdo 3, tem-se:

A(i " ,
Re (iwoa(gd;\mQ(iwo)e_on”> >0,n=0,1,2,....

Prova: Sejama; = (a+8)V, as = aBVQ, by = azZV,+8yV,, by = afV (fﬁ + yVy),
entdo AN, 7) = A2+ a1\ + ag + (A + bo)e ™M
Derivando A(A, 7) com relagao a A, temos

OA(N, — -
é)\T) =2X4a; +bie ™ 4 (b A+ by)e TN (—7).
Fazendo agora A = iwg e 7 = 7, obtemos
A ) n . —1 . —1
OA(I90, ™) _ o0+ ay + bye 0™ — 1, Qicwg)e= 0.
oA
Entao,
. m . —iwoTn __
ZWOTQ(ZWO)e =

iwg (—2iwo + a1 + b1e™0™ — 7,Q(iwp)e™0™) Q(iwg)e O™ =
iwo (—2iwo + a1)Q (iwo ) e 0™ +iwgby Q(iwg ) ™0™ eTIOTn i (e QQe T W0 iwoTn —
iwo(—2iwg + a1)Q (iwg)e ™0™ 4 dwoby Q(iwp) — iTpwo|Q(iwo)|* =
— iwo(—2iwg + a1) P(iwg) + iweb1Q (iwn) — iTnwo|Q (iwo)|* =
— iwo(—2iwp + al)(fwg + iajwo + ag) + iweby (ibjwo + ba) — ian0|Q(iw0)|2 =

2w§ — 2a2w§ +a%w§ - b%wg +1 (2a1w8 + alw{;’ + aiaswpy + b1bowg — Tn|Q(iw0)\2w0) .

Assim,

OA (iwo, ) ;
R P20 g ) =2 e+ o - 1 -

1
= 2w <w§ + i(a% — % - 2a2)> .

Do Lema 2 segue que
a? —b? —2ay = (a + 5)2V2 — (azVy + ByVy)* — 204572 =
= (@®+ P)V* = (0aV; + B7V,)* = ku,

Logo,

Re (WOWQ(WO)GW> o (wg n ;/ﬁ) ,

1
Sabemos, do Lema 2, que wy = /v9. Entao, 2vg (vo + 2k1> > 0, pois vg > 0 e
]{71 > 0.



Portanto,

OA(i n ~
Re (’iwo(g‘fﬂ-)Q(iwg)e—MO”> >0,Vn=0,1,2,....

Corolario 7 SeV < EV,;—F@V?J Sejam wqg, T, n = 0,1, ... definidos como no Lema
2 e valem as equagoes (2.0.7). Entao, para cada T,, existe uma vizinhanga I, C R
de T, e uma funcao continuamente diferencidvel Ay : I, — C tais que

i) An(Tn) = iwo,
ii) AAp(7),7) =0, comT € I;

dr
Prova: Do Lema 6, sabemos que

O8G0, ) = 0,12, .. e Alitio, 7) = 0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem uma vizinhanca I,, C R de 7, e uma
funcao A, : I, = C continuamente diferenciavel, satisfazendo:

i) A\p(m) = two;
i) A(Mu(7),7) = A(iwg, 7) =0, V7 € I,,.

Para mostrarmos ii), basta derivar a equacao em ii) e aplicar em 7 = 7,:

OA(IN, T) dA(T) n OA(iwo, T) OA(two, Tn) dAn (T)

= —iwpQ(iwg)e” o™ = 0 =

o\ dr dr B o\ dr
OA( zwo, Tn)
(d)m(T)) B iwoQ (iwg) e~ woTn
dr )| _. 9A(iwn, Tn) \  (OA( Zwo,Tn
! O\
. <8A iwo, Tn ) iwor
o (twp)e n
A (iwo, ) [*
o\

Logo,

A4 ,
iw()(a (ZWO’Tn)>Q(2‘w0)eW°T"
o\
Re : 3
‘8A(zw0,7'n)

o\
1 BA(iwo,Tn)> ‘ —
—— —Re|lwy[ ———= twg)e o7 | > 0,
A (iwg, ) |2 ( 0( B\ Qo)
o\




pelo Lema 6. O que conclui a prova. |

Teorema 8 Suponha V < TV, + yVy e 19 definido mo Lema 2. Entao o ponto de
equilibrio (T,7) € assintoticamente estdvel se 0 < T < 19 e instdvel se T > 9.

Prova: No caso 7 = 0 ji4 vimos que a equagao caracteristica A(\,0) tem todas
as raizes com parte real negativa. O que implica que o ponto de equilibrio (Z,7) é
assintoticamente estavel.

Pelo Lema 2, existe um tnico par de raizes positivas 7y, wg da equagao carac-
teristica A(iwp,70). E pelo Teorema 4, (v)(b), da referéncia [4], se existir 79 > 0 tal
que P(iwg) + Q(iwg)e™ ™0™ = (), entdao a solucdo é instavel para 7 > 7.

Desse modo, quando 7 varia de 0 até 79 podem ocorrer um numero finito de
trocas de estabilidade. Pelo fato de 79 ser o primeiro instante onde ocorre uma
raiz imagindria, pela continuidade da fungao A = A(7), todas as raizes da equagao
caracteristica tem parte real negativa. O que implica na estabilidade assintética
para 0 < 7 < 719. |

3 Conclusao

Estes resultados indicam que se o transporte do retardo do sistema for maior
que 7y, entao pode-se esperar manifestacao de irregularidades do sistema respiratério
(respiracao periddica, apneia do sono, SIDS, etc) ja que teremos instabilidade. O que
podemos concluir entao é que a partir do estudo da fungao ventilagao e trabalhando
com as equagoes diferenciais com retardamento, que modelam este tipo de problema,
foi possivel caracterizar a regularidade ou nao da respiracao humana.
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