Transformacoes

Definicdo Sejam E e D subconjunto de R". Uma
transformacdo 7" de E sobre D € uma func¢do cujo dominio
¢ E ecujaimagem é D.

Notacdo Se E,DcC R2, T:E—D ¢é uma
transformacdao entdo dados P=(x,y)e E e Q=(u,v)e D
com T(P)=Q podemos expressar a transformacdo 7T por
meio de duas fun¢des coordenadas escrevendo

T u=u(x,y)
lv=v(x,y), V(x,y)eE

ou ainda T'(x, y) = (u(x, y),v(x, y)).

_ _ u=u(x,y)
Consideremos a transformacao (1) 7 : do
v=v(x,y)
plano xy no plano uv. Se T € inversivel as equacdes (1)

definem x e y como fungdes de u e v, isto €,

x=x(u,v
2) T :{ (u.v)
y=yu,v)
Caso em (1) u e v possuam derivadas parciais de 1?
ordem definimos o Jacobiano de T', o qual denotamos J; ou

d(u,v) _o(u,v)
ox.y) 1= A(x,y)

U, Uy,

= U, —UYVy,

V, V

XY



Dessa forma, no caso de existir T e se Jr #0,

podemos obter x(u,v)e y(u,v) a partir de (1) observando
que

Teorema da Transformacao Inversa

~ u=u(x,y)

Dada a Transformacao (1) T: tal que
v=v(X,V)

Ueve CI(Q), com Q c R? aberto € se Fy = (xy,y0) € Q € tal

que J;(F)#0 entdo fica determinado, de modo Ttnico,

_1 | x=x(u,v) .

)T : , esta definida em uma bola aberta B
y=y(u,v)

com centro Qy =T (Fy)) = u(R),v(F)) = (uy,vy), tal que:

1) T_I(Qo)=T_1(UO’V0)Z(X(MOaVo),Y(UOaVo):Po ;
2) (TOT)_I(M,V) =Ig(u,v)=Ww,v), V(u,v)e B ;

3) As funcoes x(u,v) e y(u,v) possuem derivadas parciais

Vv -V —Uu
_ Y. _ : _ :
de 1* ordem dadas por x,=—; y,=—"; X, =— ;

‘,T ‘,T ' JT

LY
Yy J,



Observacoes:

1) O teorema afirma que 7 ¢€ inversivel de uma
vizinhanga de F, sobre uma vizinhanga de Q.

i1) O teorema vale, com adaptacdes Obvias, para abertos
Qc R

111) As formulas (1) e (2) sdo chamadas “féormulas de
mudanca de coordenadas”

Em nosso curso aplicaremos o Teorema da
Transformagdo Inversa em trés situacoes bem especificas, a
saber, para obter as formulas de mudanca de coordenadas
polares, cilindricas e esféricas.

Coordenadas Polares

Dado um ponto Fy =(xy,y,) de R? definiremos suas

coordenadas polares (r,0)¢e R* da seguinte maneira:
r=|(xo, )| é chamado de raio polar; 6= o angulo entre o
raio vetor OF, e o semi-eixo positivo x € chamado de

angulo polar, este € medido a partir do semi-eixo positivo x
no sentido anti-horario conforme figura abaixo:

Para evitar ambigiiidade tomamos 6 € [0,27). Diremos
também que a origem (0,0) tem raio polar r =0 e angulo
polar @ indeterminado.



Relacoes entre Coordenadas Polares e Cartesianas

Podemos entdo pensar em uma transformacdo
T:E— R*—{(0,0)}com E={(r,0)e R*| r>0, 0<6<2x)
para a qual seja vélido 7T(r,0)=(x,y) & (r,0) forem as
coordenadas polares de (x, y).

Assim € que (1) T(r,0)=(x(r,0),y(r,0)) e as
expressoes de x(r,0) e y(r,0) podem ser obtidas
observando os seguintes desenhos

Em qualquer caso vale x=ux(r,0)=rcosf e
y=y(r,0)=rsenb.

Uma vez que x(r,0) e y(r,0) tém derivadas parciais
de 1* ordem continuas e vale J; =

segue que T € inversivel.

A expressdo de 7! é dada por:

-

r:«/xz+y2

X
: H:Zﬂ—arccosz— se y<0ou
X"ty

3

X
H:arccosﬁ se y=0
X“+y

"



Definicdto Se C € uma curva do plano dada por
C:p(x,y)=0, uma equacdo polar de C € a equacdo p

expressa em funcdo de r e 0; T7Y0): p(rcosB,rsend) =0

Exemplos :

1) Dar a equagao polar da curva de equacdo cartesiana
X%+ y2 —4x =0. Desenhe as curvas.

2) Encontre a equagao cartesiana do grafico tendo a
equacdo polar dada por r’ =4c0s20.

Interpretacio Geométricade T

_ x=rcos0 ,
Temos entdo que T : . Sendo assim, as retas da
y=rsen®

forma O =cte, contidas em E, t€m por imagem no plano xy,
semi-retas pela origem. J4 os segmentos do tipo r =cte,
contidos em E, ttm como imagem no plano xy
circunferéncias com centro (0,0) e raio r=cte.
Geometricamente temos

Exemplos: Dado D no plano xy, ache E no plano r0
tal que T(E)= D , nos seguintes casos:

a)D:x2+y2£16, x20;



b) D:0<y<x<l1;

x2—2x+y220
c) D: :
x2—4x+y2£O

Coordenadas Cilindricas

Dado um ponto Q=(x,y,z)€ R? definimos suas
coordenadas cilindricas (r,0,z) por: (r,0) sd3o as
coordenadas polares da projecdo P de Q no plano xy e z
como a propria terceira coordenada de Q.

Relacoes entre as Coordenadas Cilindricas e Cartesiandas

Uma vez que (r,0) sdo as coordenadas polares da
projecio P=(x,y,0)0 de Q temos que x=rcosf e
y =rsen@ e, por definicdo, z = z. Podemos entdo pensar em

T:E—R’—eixoz onde temos que o conjunto
Ez{(r,ﬁ,z)e R’ | r>0; 0<6<27; z€ R} e a expessdo
x=rcosf@

de T € dadapor (1) T:5y=rsen@, tal transformacdo serd
1=z

tal que

cos® —rsend 0

Jr=|sen® rcos® O|=r>0em E.Portanto T € inversi-
0 0 1




vele T(E) é todo R> menos o eixo z.

Das equacoes de (1) obtemos:

rzx/x2+y2

-

arccos% sey =20
(2) T7':40 = rory .
27£—arccos#sey <0
\ Jxt+y?
=72

"

Geometricamente temos:

Defini¢ao: Se S € uma superficie no espago xyz, com

equacao S: F(x,y,z)=0, uma equacdo de 77'(S) em

coordenadas cilindricas € T_I(S ): F(rcos0,rsen®,z)=0.

Exemplos: (1) Dada a superficie S, em coordenadas

cartesianas, encontre as coordenadas cilindricas de T_I(S ).
Desenhe S e T _I(S ) NOS Casos:

a S: x2+y2:4

b)) S: z=4; x*+y*<4

(©) S: z=+4—x>—)?

d) S: z=2yx*+y*, x*+y*<4




(2) Dado o solido D no espago xyz ache um sélido E no
espaco r@; tal que T(E)=D; desenhe E e D nos
casos:

@) D: 3<z<425-x%—y?;

(b) D: x2+y2£ Z S\/4—x2—y2;

(c) D: %(x2+y2)SzS\/4—x2—y2.

Coordenadas Esféricas

Dado um ponto Q=(x,y,2)€ R>  definimos suas
coordenadas esféricas (r,8,¢9) por: r=distincia de Q até a
origem O =(0,0,0); @=angulo entre o raio vetor OP e o
semi-eixo x positivo medido a partir deste ultimo no sentido
anti-horario (P=projecdo de Q no plano xy); ¢=Aangulo
entre o raio vetor OQ e o semi-eixo z positivo medido a
partir do semi-eixo z no sentido horario conforme figura
ilustrativa abaixo:

Relacoes entre as Coordenadas Esféricas e Cartesianas

A partir do desenho acima podemos estabelecer as
relacoes entre x, y, z e r, 8, ¢. (Os casos em que 0 ponto
Q nao se encontra no primeiro octante sao andlogos ao que €
aqui descrito). Temos:



Assim é que se E={(r,0,9)| r>0; 0<6<2x;

0< ¢ < x} atransformagiao 7 :E — R? —e¢ixoz, dada por

x=rcosflsend

T:<y=rsenlseng tem como Jacobiano
Z=rcosg
cosbsen —rsen@sen@d rcos@cosg@
Jr=|senOseng rcosOsen® rsenfcos@ |= — rzsen¢) =0
cos@ 0 —rseng

em FE, logo, pelo Teorema da Transformacdo Inversa, T €
inversivel e temos que vale.

-

F=yxt 4y 42

X
arccos———=se y =0
[2 .2
X"ty

X
27£—arccosz— se y<0
Xty

"

@ = arccos

\/x2+y2+z2

\

Geometricamente temos:



Defini¢ao: Se S € uma superficie no espago xyz, com
equacao cartesiana S: F(x,y,z)=0, uma equagdo de

T_l(S ) em coordenadas esféricas € dada por
T7(S): F(rcos Osen@,rsenf sen@,rcos@) =0.

Exemplos: 1) Dé a equacdo de T_l(S) em Coor-

denadas esféricas. Desenhe S e T_I(S ) NOS Casos:
a) S: x2+yz+z2 =16;

b)S: z=+x*+y*; xX*+y><4;

c)S: x2+y2:1.

2) Dado o solido D no espago xyz, achar um sélido E no
espaco r@¢ tal que T(E)=D. Desenhe D ¢ E:

a) D: 24/x*+y* < 7 < 4;

b)D: 3< z < 25-x>—y>.

Funcoes Vetoriais

Definicado Uma func¢ao vetorial de uma variavel real
em R" é uma fun¢do com dominio contido em R, ¢ imagem
contida no espaco vetorial R".

Notacdo Se P é uma fungdo vetorial em R" denota-
remos: Dp =dominio de P, contido em R; Cp = imagem de

10



P(t), contida em R". Assim, podemos escrever
P:Dp c R— R", tal que Vt e Dp, fica associado P(t)e R".

Uma vez que t€ Dp c R e P(t)e R" podemos indicar
P(t) = (x/(2),x,(?),...,x,(¢)) onde, para cada i =1,...,n, temos
que x;:Dp CR— R, .

Exemplo 1) Desenhe a imagem, Cp, onde
Pt)=(1+¢t,1-¢t),te R.

Limite e Continuidade de Funcoes Vetoriais

Seja P(t) = (x(t),x,(2),...,x,(t)) uma fun¢do vetorial

em R",com t€ Dp; t, um ponto de acumulagio de Dp.

Definicdo Dizemos que F, = (xlo ,xg ,...,x,(l) ) € o limite

de P(t) quando ¢ tende a f, se para cada ie{1,2...,n}

tivermos lim x;(¢) = x? e escrevemos lim P(t) = F; .
=1 =1
Logo, lim P(¢) = (lim x;(¢), lim x,(¢),..., lim x,(?)).
=1 =1 =1 =1
Defini¢do Dizemos que P € continua em
tve Dp M Dp' se lim P(t) = P(t,).
=1

Observacdao  Se P(t) =(x(?),...,x,(t)) entdo P ¢
continua se e somente se x;(f) € continua para todo
ie {1,2...,n}.

11



Definicdo Dizemos que P € continuaem A < Dp se P
€ continua em todo 1€ A.

Exemplos Estude o limite e a continuidade das fungdes
vetoriais dadas nos pontos indicados nos casos:

i) P(t):(ln(l+t),\/1+t2,t) em t,=0.

2_
if) P(t):(t 24, Sen’,3j em 1,=0 e 1,=2.
r— 4

iii) P(t)=(sent,cost,t) em t,€ R.

Curvas — Equacoes Paramétricas

Definicdo Uma curva em R" é a imagem Cp Cc R" de

uma func¢do vetorial P que € continua e tem como dominio
Dp um intervalo da reta R.

Isto é, uma curva em R" é a imagem de uma funcgéo
continua P(t) = (x;(t),x,(¢),...,x,(t)), te I, I intervalo.

O vetor P(t) € chamado de vetor posi¢do e varia
quando t percorre 1.

A equacgdo P(t) = (x (1), x,(?),...,x,(t)), tel é chama-
da uma parametrizacido de Cp.

12



Ja as equagdes x; =x(2); xy =x,(1);...;x, = x,,(¢) sdo
as equagOes paramétricas de Cp, nas quais ¢ € o parametro.

Notemos que a mesma curva pode ter varias
parametrizacoes como pode ser visto com a circunferéncia
X%+ y2 =1, esta pode ser descrita pelas parametrizacoes:
1) P(t)=(cost,sent), te[0,2x];
i1) P(t)=(cos2xt,sen2xt), te[0,1].

Em R?> uma curva tem as equagOes paramétricas
x=x(t), y=y(t), teI. Eliminando-se ¢ nas equagdes
acima obtemos uma equacdo em x € y, chamada de equacao

cartesiana da curva.

Em geral, o conjunto de pontos que satisfazem a
equagdo cartesiana contém (as vezes propriamente) a curva
em questao.

Exemplo Para P(t) = (Nt,1), 120

Notacdo A funcdo P(¢) também pode ser representada
na forma P()=x(t)i+y(#)j , onde {i,j} é a base
candnica do espaco R , isto é, i =(1,0) e j =(0,]).

Em R’ representamos a curva pelas equagcdes paramé-
tricas x =x(t), y=y(t), z=12z(t), te I.Analogamente “po-

demos” eliminar ¢ nas equacdes acima, obtendo agora duas
equacdes em x, y,z chamadas equacdes cartesianas de Cp.

13



Cada equacgao cartesiana representa uma “‘superficie” e
Cp € a interseccdo das duas (ou estd contida nessa

interseccao).

Notacdo: Também podemos representar Cp C R’ pela

equacdo P(t)=x()i+y(t)j+z(t)k, te I onde {l ] ,E} é

a base candnica em R°.

Exemplos:

1) Descrever geometricamente a curva dada por
T
P() = (sent, sent, COSt ), te [0,5].

i1) Descrever geometricamente a curva dada por
P(t)=(2cost,sent) nos  casos a) Dp=[0,7];

b Dp=1Z.2%] ¢ ¢ Dy =[021].
2 2
111) Idem para P(¢) = (sent)l7+(cos2 1)j, te [O,%].

iv) Idem para x=t¢; y=cost ; z=sent , te[0,4x].
v) Idem para P(¢) = (sent,senzt), treR.

vi) Idem para P(t)=( cost, sent,1),te R.

vil) Idem para P(¢) = (e_t cost, e 'sent, e’ ) ,120.

14



Derivada de uma Funcao Vetorial

Definicio Se P(¢1) é uma funcdo vetorial em R”"
definimos P'(t) por P'(t)= lim LU M= FPO
h

—0

, quando tal
limite existe.

Assim P'(t) é uma fungdo vetorial cujo dominio € o
conjunto dos € R para os quais tal limite existe.

Teorema Se P(t) = (x;(¢),x,(?),...,x,(t)) entdo teremos
P'(t)=(x'[(®),x'5(t),....x",(t)) , e o dominio de P'(z) € a
intersec¢do dos dominios de x'(?), x'5 (¢),...,x", (¢), 1sto &,

ﬂDX' = DP' .

i=1

Observacao Assim P'(r) existe se existe x';(¢) para
cadaie {1,2,...,n}.

Exemplos: Determinar P'(t) para :

1) P(r)=(sen3t, cos’ 2t);
ii) P(t)= (e cost, Int?, t5, 2sent).

Teorema Se P € derivavel entao P € continua.

15



Interpretacao Geométrica — Tangéncia

Seja P:Dp c R— R" , Cp acurva em R" descrita

por P.
A direcdo do vetor P(t+ h)— P(t) € a mesma do vetor

%[P(t+h)—P(t)].

Se existe P'(t) e € nao nulo, a direcio de
%[P(t+h)—P(t)] aproxima-se da dire¢ao de P'(t) pois
P(t+h)—P(t)

P'(t) = lim
h—0

Assim, quando existe e € nao nulo, P'(f) € o vetor
tangente a curva Cp no ponto P(?).

A reta determinada por P(t) e P'(t) € chamada de reta
tangente a Cp no ponto P(tr) e € dada por
L={P(t)+AP'(t)/Ae R}.

Quando P'(r) = 0 o vetor tangente e, consequentemente,
a reta tangente, nao sao definidos.

Exemplos:

1) Se P(t) = (cost, sem‘), te[0,2x] entao temos que

i1) Encontre a equagdo da reta tangente a curva Cp, para a
qual P(t) = (cost, sent,sent), te0,27] em

_[ﬁ 2 ﬁj
P, = .

27272
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Se P € uma func¢ao vetorial derivavel cuja imagem da o

movimento de uma particula, digamos em R}, a condi¢ao
|P(t)| = constante ¢, ¢ >0, impde que esse movimento se dé
sobre uma esfera de raio ¢ e centro na origem. Assim o vetor
tangente a curva em um ponto P(¢), deve ser tangente a
esfera neste ponto, isto é, P'(t) L P(¢). De fato:

Isto demonstra o seguinte teorema

Teorema Se uma funcdo vetorial P, derivavel em 1,
tem comprimento constante (isto €, || P(¢) H =c, ¢ =constante,
para todo tel) entdo P'(¢)- P(t)=0, qualquer que seja
tel.

Definicdo Se a imagem de P(¢) descreve a trajetoria
de uma particula entdo para cada r € Dp definimos:

P(t) = vetor posi¢ao da particula

P'(t) = vetor velocidade da particula
P"(t) = vetor aceleragao da particula

| P'(t) | = velocidade escalar da particula

| P"(1)| = aceleracdo escalar da particula

Reparametrizacao

Consideremos a fungio vetorial P:[a,b] — R" e seja
¢:[c,d] —[a,b] bijetiva, ¢(s) =t. Nessa situagdo podemos
obter a composta Q = Po¢:[c,d] — R".
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Nestas condi¢des dizemos que ¢ € uma mudanca de
parametros € Q = Po¢ € uma reparametrizacao de Cp. Caso

|0'(s)| =1, Vse D, diremos que Q é uma reparametriza¢io

por comprimento de arco da curva Cp.

Comprimento de Arco

Seja Cp uma curva de R" dada pela fungdo vetorial
P:la,b]— R".

Se A:{to,tl,...,tn} ¢ uma particio de [a,b], isto &,
ly=a<t<ty<..<t,=b denotamos Ajt=t;—1; | ©O
comprimento de [¢ o1t j] .

A norma dessa particio € definida por
Al=max{At, j=1..nf.

Indicamos por P o conjunto de todas as particdes de
[a,b].

A expressdo Ly =)

j=1

primento da poligonal que passa pelos pontos
P(ty),P(t)),...,P(t,), uma vez fixada A.

P(t;)-P(t; ;)| dd o com-

Definicdo O comprimento de arco da curva Cp de

P(a) at¢ P(b) € definido por lim L, = L(a,b), onde A
Al—0

varia em P. Desde que o limite exista.

Observacao Se L € um numero real, dizemos que Cp €
uma curva retificavel.

18



Teorema Se P(t) € uma funcdo vetorial derivavel com
P'(t) continua em [a,b], o comprimento L(a,b) € dado por

b b
La,b)=] | P'®)]dt = v(t)dr.
Observacao Se uma curva C é dada como gréfico de

uma funcdo f :[a,b] = R com derivada continua em [a,b]
entdo o comprimento de C € dado por

Lab)=["|P@|d=["\1+f?@®)dr  onde

P@)=(,f(), tela,b].

Exemplos Determinar o comprimento de arco de Cp,

onde: 1) P(t) = (£2,2¢%), te[0,2].
2) P(t) = (cost,sent,t), te[0,47].

Integrais Multiplas

Integrais Duplas

Seja z= f(x,y) uma func¢do positiva, definida em um
conjunto limitado D. Suponha que o retingulo
R =la,b]x]|c,d] contenha D.

Dividimos [a,b] e [c,d] em m e n subintervalos,
respectivamente, sendo que os subintervalos de [a,b] medem

Ax = b-a e os subintervalos de [c,d] medem Ay = d- <.
m n
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Nesse processo obtemos oS pontos:
Xo=a<x<..<x,=b e y,=c<y<..<y,=d.

Tragcamos por estes pontos retas paralelas aos eixos e
obtemos m-n sub-retdngulos R; de R. Em cada R;
escolhemos um ponto ({;,7 ;) e formamos o paralelepipedo

P; de base R;; e altura f(&:.m n;)

A soma dos volumes desses paralelepipedos é dada
por:

ZZf(gi’nj)AXAy’ onde f(&;.,7;)=0se (§;,n;)& D

i=1 j=1

Se existir um limite para esta soma na medida em que
m— 4o € n— +oo (equivalentemente Ax -0 e Ay — 0),

tal limite serda chamado de Integral da funcdo z= f(x,y)
sobre o dominio D. Diremos entdo que f € integravel sobre
D.

Notacao:

lim 33 £(¢m,) Avay= [, f Cx, y)dxdy

M=+ i1 j=1

ou ainda,
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Neste caso, como a fungdo € positiva, esse limite
representa o volume do sdélido limitado pelo grafico de f,

pelo conjunto D, e pelas retas que passam pela fronteira de
D e sdo paralelas ao eixo z.

Podemos repetir o procedimento acima com uma
funcdo f qualquer, se o limite existir ele serd a integral de
f sobre D e f serd integravel em D.

A existéncia do limite acima depende nao apenas do
comportamento da funcdo f, mas também das propriedades
do dominio D.

Estudaremos a seguir algumas condi¢des que garantem
a existéncia da integral.

Definicao Uma curva Cp do plano com parametriza-
cao P(t), te[a,b] € uma curva regular se P'(t) € continua e
|P'(@)|#0, Vie(a,b].

Definicdo A fronteira de um conjunto D C R?,
denotada dD, € dita regular se € constituida de um ndmero
finito de curvas regulares.

Podemos enunciar agora uma condi¢ao suficiente para
que uma funcdo seja integravel em seu dominio.

Teorema Se f € continua num dominio compacto D,
com dD regular, a integral de f existe em D.
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Definicdo Se D € uma figura plana com fronteira
regular, definimos a area de D, A(D), como a integral de

f(x,y)=1lem D, istoé A(D) :HDa’xa’y :”DdA.

Teorema (Integral Iterada ou Repetida)

1) Sejam ¢, e ¢, funcdes continuas em [a,b] tal que
¢ (x) <, (x), Vxela,b], consideremos 0 conjunto

D={(x,y)e R*/a<x<b e Q(x)<y<@(x)} e suponha
que f(x,y) € continua em D. Entao

(Y 1920
I, £ ey = [ 2 £ .y
1) De modo andlogo se D ={(x,y)e R*/ ¢< y<d
e op(y)<x<¢,(y)} onde ¢ e @, sio fungcdes continuas
em [c,d] com ¢(y) < ¢,(y), Vye[c,d] entdo

I, ey =[ [ [ 2 s .

Exemplos:

1) Calcular a integral da funcdo f (x,y)=2x+6x2y2 no
dominio D ={(x,y)e R* /|x|<1 e |y[<1}.

2) Calcular a integral de f(x, y):x3 +4y no dominio

D={(x,y)e R*/0<x<2 e ¢(x)=x" < y < (x)=2x}.
Calcule a area de D.
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3) Calcular a integral da funcdo f(x,y)=x- \/5 no dominio
D limitado pelas retas, y=0,x+y=2 e pela pardbola

x:yz.

4) Calcular o volume do s6lido no primeiro octante limitado
pelos cilindros X%+ y2 =4 e x*+z7°=4.

Teorema Seja F(x,y)= f(x)-g(y) continua no

retaingulo R =[a,b]x][c,d] entio temos que :

[] F e ydrdy = ([" o) ([ gay)

Propriedades Da Integral

a) Se a, € R entio ”D[a- f,y)+ 8- g(x,y)ldxdy =
= a-[[ f(x,y)dxdy + B- [ g(x,y)dxdy;
b) Se D=D,uD, sao dominios disjuntos ou tém em

comum apenas um numero finito de curvas regulares
entao:

_”D f(x,y)dxdy = HDI f(x,y)dxdy + HDZ f(x,y)dxdy;,

c) Se f =g em D entdo ij(x,y)dxdy > ng(x,y)dxdy.
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Teorema (da Média) Seja f uma fun¢do continua em
D (compacto com fronteira regular), entdao existe pelo menos

um ponto ({,7)e D tal que
[, f e, )dxdy = f(&.m)-[[ dxdy = f(5m)- AD),

onde A(D) é aareade D.

Mudanca de Coordenadas na Integral Dupla

Suponha que um dominio D' seja transformado no
dominio D por meio de uma transformagao bijetiva
x=x(u,w)
T:{ :
y=y(u,w)
ciais de primeira ordem continuas, tal que seja valido

_d(x,y) _
/= ou,w)

Se x(u,w) e y(u,w) té€m derivadas par-

X

Yu Yw

uan

#0 em D' entao

[[ £ ydxdy = [, f (x(u,w), y(u,w))-|J|- dudw.

Exemplo 1 Calcule ”D sen(x” + yz)dxdy ,onde D € a

regiao dada por X%+ y2 <1, y=20.
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Exemplo 2 Calcule ”DZ ydxdy , onde D € a regido do

1° quadrante limitada pelas circunferéncias C; : X%+ y2 =1 e

C2x2+y2:4

Massa e Centro de Massa de uma Placa Plana

Seja D uma placa plana com densidade de massa
p(x,y) por unidade de area, no ponto (x,y)e D, entdo a
massa total da placa é dada por:

M =”Dp(x, y)dxdy.
Além disso as coordenadas do centro de massa da

< M M
placa sao: X, =—=— e Ve =

M, =] ijp(x, ydxdy e M, =| jD yp(x, y)dxdy .

X onde temos

Exemplos:

I) Uma placa tem a forma da regido R do plano xy limitada

pelos graficos de x= y2 e x=4. Determine o centro de
massa, se a densidade no ponto (x,y) € diretamente
proporcional a distancia de (x, y) at€ o eixo y.

2) Calcule a massa e o centro de massa de um semicirculo de
raio a, sendo a densidade superficial no ponto P propor-
cional a distancia do ponto ao centro do circulo.
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Momento De Inércia

Se D € uma placa com densidade de massa p(x,y) por
unidade de area no ponto (x,y)e D entdo definimos:

a) O momento de inércia da placa D em relagao ao eixo x €
2
I, =[],y p(x, y)dxdy.
b) O momento de inércia da placa D em relacdo ao eixo y €

I, = HD xzp(x, y)dxdy .
c) O momento de inércia da placa D em relacdo a origem €

Iy =[], (& + ") p(x, y)dxdy.

Exemplo Uma lamina de material com densidade
varidvel ocupa o quadrado R cujos vértices sdao (0,0),
(a,0),(a,a) e (0,a). A densidade num ponto (x,y) € o
produto das distancias de P aos eixos. Calcule seu momento
de inércia em relagao ao eixo x.

Integrais Triplas

Definicdo Uma superficie regular em R’ é um

conjunto de pontos de R’ que € grafico de uma funcgio
continua com derivadas continuas, de um dos tipos:

z=z2(x,y), y=y(x,2) ou x=x(y,2).
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Definicdo A fronteira de um subconjunto D C R ¢
regular se pode ser obtida como reunido de um nimero finito
de superficies regulares.

Seja f(x,y,z) uma fungdo continua em um dominio
compacto D com fronteira regular. Sendo D limitado, existe
um paralelepipedo R =[a,b]X[c,d]X][e, g] contendo D.

Com planos paralelos aos planos coordenados
dividimos R em n subparalelepipedos R, R,,...,R, em cada

um dos quais tomamos pontos A, b,..., P, respectivamente.

Em seguida fazemos a soma S,=) f(P)-V(R),
i=1
onde V(R;) € o volume do subparalelepipedo R, ¢ f(FP)=0
se Pg D.

Suponha agora que a diagonal maior, d;, de cada R;,

tende a zero quando n tende a infinito, temos entdo a
seguinte :

Definicdo Definimos a integral de f sobre D como
sendo o numero real

IIIDf(x,y,Z)dXdydz= lim §,.

n—>+oo

Pelas hipoteses consideradas tal limite existe e € finito.
Dizemos entdo que f € integravel em D.
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Definicdo O volume do dominio D cC R’ , com
fronteira regular, € definido por V(D) = I 'f ID dxdydz .

Notacdo As vezes a integral de f é denotada por
jD f(P)dV ou jD fdv.

Propriedades da Integral Tripla

a) Se a, [ sdo constantes € f, g sdo funcdes entdo temos
[ lo-f+pB-glav=a-| fav+p-[ gdv.

b) Se D= D, U D,, onde D, "D, =0 ou se interceptam em
um numero finito de superficies regulares entdao

JpfPYAV=[ YAV + [ f(PaV.

c)Se f(x,y,z)=0em D , entdo Iijf(x,y,z)dxdydz >0.

d) Se f(x,y,z) =2 g(x,y,z) em D entdo temos que

Iijf(x,y,Z)dXdde > J‘”Dg(x,y,z)dxdydz :

e) ‘ jijf(x,y,z)dxdydz‘ < HJD\f(x,y,z)\dxdydz :
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Teorema Da Média

Se f(x,y,z) € continua no compacto com fronteira
regular D, entdo existe P'e D tal que vale:

Iijf(P)dV = f(P")V(D), onde V(D) = volume de D.

O calculo de uma integral tripla, em geral, é efetuado
por redu¢do a uma integral simples, seguida de uma
integracao dupla.

Teorema Seja D C R? um dominio limitado por duas
superficies regulares de equacoes z = g;(x,y) e z=g,(x,y),
definidas na mesma regido R do plano, tal que
g1(x,y)< g,(x,y), V(x,y)e R. Se f € continua em D
entdo f € integravel em D e vale

11, ey = [ (207 £ .. 20 dy.

Exemplos:

1) Determine o volume do sélido, no primeiro octante,
limitado pelo plano y+z=4, pelo cilindro y= x* e pelos
planos xy e yz.

2) Caleule [[[ (x* + %) dxdydz, onde B=((x,y.2)e R*/

x> +y2<1, 0<z<1).

29



3) Calcular o volume do sélido S, no 1° octante, limitado
pelo plano x = y e pelo cilindro X +77=1.

Massa Centro de Massa e Momento de Inércia de um Sé6lido

Seja p(x,y,z), a funcdo densidade de massa de um
solido §.

Definicdo A massa total de § € dada pela integral
M =msp(x,y,z)dxdydz.

Definicdo O centro de massa de S € o ponto
c=(x,,y.,2.) onde:

1

Xe = MI”S xp(x, y, z)dxdydz ;
1

Ye = ﬁ”js yp(x,y,z)dxdydz ;

|
o= [[fgepte v, 2)dxdyds.

Definicao O momento de inércia de S em relagao:
i) aoeixoz € I, = _[HS (x? + yz)p(x,y,z)dxdydz;
ii) aoeixox é [ = j_”s(y2 + zz)p(x,y,z)dxdydz;
iii) aoeixo y & I, = [[[ (x* +2%)p(x, y,2)dxdydz.
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Mudanca de Variaveis nas Integrais Triplas

Teorema Seja S C R, S compacto com fronteira
regular e consideremos T :S5'——S uma transformacgao
x=x(u,v,w)
injetora de S' sobre S, dada por T:{y=y(u,v,w), com
z=z(u,v,w)
derivadas parciais de 1* ordem continuas e tal que J; #0 em
S', entdo se f(x,y,z) € continuaem §, vale

IJ.J.S f('x’ Y Z)dxdde=

mgvf(x(”ava w), y(u,v, w), z(u,v,w))|J | dudvdw.

Exemplos: 1) Calcule o volume da esfera
X%+ y2 +z>=a%, a>0, usando integrais triplas, fazendo
mudanca de varidveis e utilizando: a) coordenadas
cilindricas; b) coordenadas esféricas.

2) Calcule | sz dxdydz, onde B={(x,y,z)e R°/ 1<

<x?+y*+z°<4, 220}

3) Calcule a massa da esfera x> + y2 +7%2<1 supondo que a
densidade no ponto (x,y,z) € igual a distincia deste ponto
até a origem.
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Integrais De Linha

Seja C uma curva em R" com parametrizacio dada
por P:[a,b]——R", temos:

Definicao C € dita de classe C' ou continuamente
diferenciavel se P'(t) € continua em [a,b].

Definicao C € dita lisa ou regular se € de classe C Le
P'(t)#0, Vte[a,b].

Definicao C € dita lisa por partes ou regular por
partes se C € formada de um numero finito de curvas lisas

Observagdes: 1) A parametrizacdo P(t), tela,b],
ordena os pontos de C de acordo com valores crescentes de
t,assim C € dito um conjunto ordenado ou orientado.

i1) O mesmo conjunto C com orientagdo oposta € a
curva que indicamos —C , que pode ter a seguinte
parametrizacdo Q(¢t) = P(a+b—t),t€ [a,b].

Definicdo C € uma curva simples se P(#)) # P(t,)
sempre que t; #1t,, 1,1, € (a,b).

Definicdo C € uma curva fechada se P(a) = P(D).
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Defini¢cdao Seja 2 um subconjunto de R? ou R? entdo:

1) Q é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos de €
podem ser ligados por uma curva continua contida em £2.

i1) Q € simplesmente conexo se toda curva fechada simples
de Q pode se reduzir continuamente a um ponto sem sair de

Q.

Campos Vetoriais e Funcao Potencial

Definicdo Seja Q um aberto de R". Um campo
vetorial em Q € uma funcdo F:Q——R" que associa a
cada ponto de Q um vetor de R".

Observacao Um campo vetorial definido em R?
admite as representacdes F(x,y)= f(x,y)-i +g(x,y)-] =
=(f(x,y),g(x,y)), onde i e j formam a base canOnica de

R>e f(x,y), g(x,y) sdo fungdes reais definidas em £2.

Exemplos: 1) Se z= f(x,y) € diferenciavel em um
aberto Q — R* entdo Vf =(fy.fy) € um campo vetorial em
Q.

D F(x,y,2)=(e" ,xy+ z ,2y) € um campo vetorial em R>.

Definicdo Dizemos que um campo vetorial F €
conservativo, ou irrotacional, em €2 se existe uma funcao
diferencidvel ¢, definida em €, tal que F =V¢@. Nesse

caso, @ € dita funcdo potencial para F .
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Observagdes: 1) Os campos considerados pela Fisica
Classica sao, na maioria, conservativos.

i1) Se F admite uma funcao potencial ela € unica, a menos
de uma constante.

Campo Conservativo no Plano

Seja 2 um aberto de R* e sejam f(x,y), g(x,y)
funcbes com derivadas parciais continuas em Q.
Consideremos 0 campo vetorial F(x,y)=

=(f(x,y),g(x,y)). Entdo vale o

Teorema a) Se F' € conservativo em € entdo f, =g,
V(x,y)e Q.

b) Se f, =g, em Q e Q ¢ simplesmente conexo, entdo F' €

conservativo em €.

Exemplos Verifique se o campo dado € conservativo.
Em caso afirmativo determine uma fun¢ao potencial para o
campo, Nos casos:

X y
1) F(x,y)= (xz PR sz em R”—{(0,0)}.

2) F(x,y)z(x2+xy,x3+xy) em R’.
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Divergente e Rotacional de Campos Vetoriais em
Abertos de R’

Definicdo Sejam f,g,h funcdes com derivadas

parciais de 1* ordem continuas no aberto QcR e
consideremos F'(x,y,z) = (f(x,y,2),8(x,y,2),h(x,y,z)) um
campo vetorial definido em Q,

1) O Divergente de F € definido por
of ag oh
8x dy 8

2) O Rotacional de F em Q € definido por

div F =

= fy+&,+h, =V F (Notagdo);

rotF=(h,—g..f,—h,g,— f,)=VXF (Notagdo).

Observagao Usamos a notagdo VX F pois rot F' pode
ser visto, simbolicamente, como produto vetorial de

d d 9

V:[a,a—y,a—zj por (f,g,h), istoé:

k
rot F=VxXF = 2 )
0
h

j
9
%)
g

[

J
ox
f

35



Defini¢cdes Dado um campo vetorial F' temos que:
1) F ésolenoidal se divF =0;
1) F éirrotacional se rotF =0.

. 3
Campos Conservativos em R

Teorema Com as defini¢des acima temos
a) Se I’ é conservativo em 2 entdo rot F =0 em Q.

b) Se rot F =0 em Q e € é simplesmente conexo, entao
F é consevativo.

Exemplos Determine se € conservativo o campo
vetorial, se for ache uma fun¢ao potencial:

1) F(x,y,2) = (2xyz, x°z, x*y) em Q=R’.
2) F(x,y,2) = (2xyz, x’z+y, x’y+3z%) em Q=R>.
3) F(x,y,Z)=(3z+5x2,x2+y2,3y+x2) em Q=R’.

Integrais De Linha

Seja C uma curva regular com parametrizacdo P(¢),
t€la,b] e F um campo vetorial continuo sobre um aberto

Q c R", este contendo C.

Definimos a integral de linha de F ao longo de C por
[.F=[ F(PydP=| ” F(P(t)P'(t)dt.
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Observacao Esta integral € interpretada como o traba-
lho realizado pela forga F' a0 mover um objeto de P(a) até

P(b) aolongo de C.

Exemplos Calcule a integral de linha do campo
vetorial F sobre a curva C para:

1) F(x,y,2)=(x,x*+y+z,xyz) e C:P(t)=(t,2t,1) com
te [0,1].

2) F(x,y)= 2—y =, 2x > | e C tem por imagem a
4" +y” 4x"+y

elipse 4x° + y2 =9.

Propriedades da Integral de Linha

a) :C/1F=/1J‘CF , A=cte.

b) .'CF+G=jCF+jCG.

c) ..—CF:_J-CF'

d) Se C=C,u..uC, entio ICF:IC1F+...+IC F.

Veremos a seguir que

JoF

independe da parame-

trizagao.
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Sejam C: P(t), tela,b] e F nas condigdes da
definicdlo de Integral de Linha. Seja também
W :[c,d] —[a,b] uma reparametrizacdo de C (crescente ou
decrescente) com Q(s) = P (s))= P(t) se s€[c,d]. Nestas
condigdes temos

Teorema (Invariancia por mudanga de parametrizacao)

1) Se w € crescente temos J.CF =_"5F (P(t)P'(t)dt=

= [ FQ(s)Q'(s)ds
2) Se ¥ € decrescente temos ch =_[5F (P())P'(t)dt=

= [ F(s)Q ()ds.

Integral De LLinha De Formas Diferenciais

Se F=(F,..,F,) é um campo vetorial em Q e
C: P(t) =(x(),....x,(t)), te[a,b] € uma curva contida em
Q entdo temos que P'(¢)=(x'(®),....,x,'(t)) e como

B0 = /1), Vie o), seme  que x'(di=dx,
4

Viedl,...,n} logo podemos operar a seguinte “manipulagio
simbdlica’:

F-P(t)dt=(F,...F)) (x;'(t)dt,...,x, (t)dt) =
=(F,...F) - (dx,....dx,) = Fidx; +...+ F, dx,),
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que nos leva a escrever:

[.F=] ” F(P@)P'(0)dr=[  Fdx, +...+F,dx,.

Definicao A expressao Fdx;+...+ F,dx, € chamada

Forma Diferencial sobre €2 e a integral acima € a integral de
linha dessa forma diferencial ao longo da curva C.

Exemplos 1) No plano, se F=(M,N) e C: P(t),
P(t) =(x(t), y(r)) temos que

jc F= ICM(x, v)dx+ N(x,y)dy.
2) No espago se F=(M,N,L) e C:P@),
P(t)=(x(t),y(r),z(t)) temos que
JoF =] M (xy.2)dx+N(x, y,2)dy + L(x, y,2)dz .
Definicdo Uma forma diferencial Fidx; +...+ F,dx, €

dita exata em () se existe uma funcdo diferenciavel Y,
definida em Q, tal que dy = Fidx; +...+ F,dx,,.

(@N

Teorema A forma diferencial Fdx; +...+ F, dx,
exata se e somente se o campo vetorial F'=(F,...F))
conservativo.

O\
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Exemplos: 1) Calcular a integral de linha da forma
diferencial dada ao longo da curva dada nos casos:

a) dx+xydy+zdz onde C € a intersecio de
x2+y2+z2=2, x20,y20,z=20 com o plano x=y o
sentido do percurso € de (0,0,\/E) para (1,1,0).

b) xydx+y2a’y onde C=C,uUC, com C; : y:xz, 0<x<l1

e Cy:x= y2, 0 < y <1 percorrida no sentido anti-horario.

2) Calcule jc (4xy)dx + (2x2 —3xy)dy, onde C=C,uUC(C,,
C, € o segmento de reta ligando (-3,-2) a (1,0) e C, € o

menor arco da circunferéncia x” + y2 =1 ligando (1,0) a
0,1).

Integrais com Relacao ao Comprimento de Arco

Seja C: P(t), te[a,b] uma curva lisa por partes de

R", orientada segundo ¢ crescente. Seja w= f(x...,X,)
continua em C . Nessas condi¢des definimos:

[ fds=[FQs)ads.

onde L € o comprimento de C e Q(s) € a parametrizacao de
C pelo comprimento de arco.
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Observacao Na pratica quando tivermos de calcular
uma integral do tipo definido acima ndo reparametrizaremos
pelo comprimento de arco, usaremos o seguinte:

[ fds=[F@Qs)ds=["fP@)|P@)|d

Exemplos Calcular as seguintes integrais:

1 jc(x2+2y2)ds onde C:P(t) = (cost,sent), te[0,27].
2) jcxyzds onde C:P(t)=(cost,sent,t), t€[0,27].

Integrais de LLinha Independentes do Caminho

Teorema Seja F um campo vetorial de classe C ' hum

aberto conexo por caminhos Q c R". Sido equivalentes as
afirmacoes:

a) I’ é conservativo em Q;

b) Se P e Q sdo pontos quaisquer de €, a integral de F ao
longo de qualquer curva C < Q, que une P a Q, tem o

mesmo valor, isto é, ICF =y (Q)—-Ww(P), onde ¥ € uma
funcdo potencial para F';

c) Se C é uma curva fechada qualquer contida em Q temos
que ICF =0.
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Obsevacoes:

1) No plano, se F=(M,N) € consevativo em £, uma
funcdo potencial ¥ para F' dada por

y(x.y)=[ M(t.yp)di+[ N(xundt, V(x.y)€Q

onde (x;,yo) € um ponto fixo arbitrario em €.

2) Noespagose F=(L,M,N) € consevativo em {2, uma
funcdo potencial ¥ para F € dada por w(x,y,z)=

:jjo L(t,yo,zo)dt+jyyOM(x,t,zO)dt+j§0N(x,y,z)dt

V(x,y,2)€ Q, onde (xy,yp,29) € um ponto fixo
arbitrario de Q.

Exemplo 1 Seja F(x,y,z)z( Y , a 2,Oj

2+y: P4y

definido em Q= {(x, V,2)E R’ \ (x,y)#(0,0) } Mostre que
rotF =0 mas F ndo é conservativo.

Exemplo 2 Dado 0 campo vetorial

F(x, y):[ 2x 5 2y 2j encontre a integral de F' sobre
X“+y" x4y

a curva regular 7, onde ¥ liga (1,0) a (0,2).
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Proposicdao Se C: P(t) = (x(t),y(t)), t€ [a,b] € lisa por
partes e f(x,y) € continua nos pontos de C valem:

D [ fyde=["F@.y@)x @ ;

2) [ fOeydy=[f(x®),y1)y (t)dr.

Observacao Valem formulas andlogas para fungdes de trés
variaveis definidas sobre curvas no espaco.

Proposicao

1)  Seja C o gréafico da funcdo derivavel por partes
y=W(x), x€ [a,b] (¥ ndo € derivavel possivelmente
em um numero finito de pontos em [a,b]), isto €,
C: P(t)=(t,y(t)), tela,b] entdo vale

[ Mdx+Ndy = ["M @ty ) di+[ Nty @' @)d.

i1) Seja C o grafico da funcdo derivavel por partes
x=¢(y), velc,d], isto é, C: P(t)=(¢(1),t),
t € [c,d] entao vale

[ .Mdx+Ndy = [ M (0.9 (t)dr + [ N((@).)dr
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Teorema de Green no Plano

Definicado Um aberto conexo D do plano é chamado
de dominio simples se: 1) € simplesmente conexo; ii) tem
fronteira regular; iii) o fecho de D (denotado D) pode ser
escrito da seguinte forma

D ={(x,y) [a<x<bh, ¢(0)<y<@y(x)}=

={y) [e<y<d. (N Sx<yy () . onde ¢,
®,, Y, € ¥, sdo derivaveis por partes.

Geometricamente, um dominio simples intercepta
qualquer reta paralela a um dos eixos em um tinico segmento
ou nao intercepta.

Exemplos 1) Sao dominios simples

a) D limitado pela circunferéncia X+ y2 = r2, r>0;

b) D limitado pelareta y = x e pela pardbola y = xZ.

c) D limitado pelas circunferéncias  x*+ y* =4,

x2+y2=1, talque x>0e y>0.

2) Nao sdo dominios simples

a) D limitado pelas circunferéncias x* + y2 =1,

x2+y2=4, y>0;
b) D a coroa circular 1<x2+y2 <4;
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c) D={(x,y) | ¥ +y* <} U{(x,y) |(x=1)>+y*<1}.

Observacao Deve-se notar que os conjuntos acima
podem ser vistos como reunido finita de dominios simples.

Proposicdao 1  Seja D um dominio simples e sejam
M(x,y), N(x,y) funcdes com derivadas parciais de 1°
ordem continuas num aberto Q > D . Entdo vale

HD (aa_])\c] — aa—]\jj dxdy = faD Mdx+ Ndy .

Observagdes 1) Tal resultado pode facilmente ser
estendido para dominios mais gerais que possam ser sub-
divididos em um numero finito de dominios simples, por
meio de um numero finito de curvas regulares.

i1) O simbolo § significa que as curvas sdo percorridas de

modo que os pontos de D fiquem a esquerda.

i11) O dominio D abaixo pode ser subdividido em trés
dominios simples por meio das curvas C; e C,:

Proposi¢ao 2 Sejam D, D;, D, e D; como na figura

acima. Se M (x,y), N(x,y) sdo como na Proposicdo 1 temos

_[J‘D(aa—]z-%—ﬁ;j dxdy = fcluc3de+Ndy +
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Mdx+ Ndy + § Mdx + Ndy .

+ §C4UC2UC6U(—C1) C5 U(—Cz)

Observando que J._CF =—ICF , podemos generalizar

este resultado da seguinte maneira:

Teorema 1 (Green) Seja D um dominio simples do
plano, (ou que pode ser decomposto em um numero finito de
dominios simples por meio de um numero finito de curvas
regulares por partes). Se M (x,y) e N(x,y) tém derivadas
parciais de primeira ordem continuas em um aberto Q > D
entdo vale:

| jD@—]:—aa—Ajj dxdy = . Mdx+Ndy.

O teorema acima pode ser usado para obtencdo de
areas de dominios planos.

Proposi¢ao3 Se D € um dominio plano como no

1
teorema 1 vale A(D):Effandy—ydx: j aDF ; onde
1
F=—(—vy,x).
2( Y, X)

Exemplol  Calcule a integral da  forma
Ldx+ Mdy =(y + x% cos xX)dx +(2x — yzseny)dy ao longo da

circunferéncia x> + y2 =1 no sentido anti-horério.
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Exemplo2 Use o teorema de Green para calcular a drea

2 2 2
da regido limitada pela hipocicléide C': xé + yé = aé.

Teorema de Gauss (ou da divergéncia no plano)

A formula [[ (N, -M)dxdy = § Mdx+Ndy pode

ser escrita em termos do vetor normal exterior a fronteira do
dominio D, em cada um de seus pontos

Se dD=C: P(s)=(x(s),y(s)), temos dP = (dx,dy)=
=(x'(s),y'(s))ds, isto é, dP =Tds, onde s € o elemento de
arco sobre 0D e T é o vetor tangente unitirio (C esta
parametrizada pelo comprimento de arco).

Logo se 1 =(n;,n,) € o normal exterior unitario a D
temos T =(—n,,n;) e dai dP=(—n,,n;)ds. Portanto temos
que dx =—n,ds e dy=nds.

Teorema 2 (Gauss)

Nas hipodteses do teorema de Green vale a identidade

”DdivF dxdy = %DF -nds = §8DF” ds, onde temos que
divF = =8ﬂ+8_N e F, € aprojecio de F=(M,N)
ox dy

sobre 7.
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Teorema 3 (Identidade de Green)

Sejam u=u(x,y) € v=v(x,y) com derivadas par-
ciais continuas até segunda ordem num aberto Q > D . Entdo
valem :

1) ”D(V-Au+Vu-Vv)dxdy=§8Dv-%ds;
7
. ov ou
11) ”D(u-Av+v-Au)dxdy=§aD u? — v-? ds , onde
17 173
2 2
A= 00
ox~ dy

O Teorema da Divergéncia e o Teorema de Stokes

Introduziremos agora a nocdo de darea de uma
superficie e posteriormente definiremos integral de uma
funcdo definida sobre uma superficie.

Proposicao 1 Seja 7' um paralelogramo no espago e
ni seu vetor normal. Se R € a projecao de 7 sobre o plano

xy e se ¥ € o angulo entre 7 € k , temos que vale
A(R) = A(z)-|cos ¥
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Seja § uma superficie que € grafico de uma funcao
z=z(x,y), (x,y)e D, ze CY(Q) onde Q> D (D limi-
tado), D com fronteira regular por partes. Se P=(x,y,z) €
um ponto qualquer de §, denotaremos por 7# =7 (P) o vetor

normal unitarioa S em P.
Como D ¢ limitado, existe um retangulo R: a < x<b,

c<y<d, contendo D. Vamos dividir R em n subretan-
gulos R, R,,....,R,.

Seja Q;=(x;,y;) um ponto qualquer de R; e
P;=(x;,y;,z(x;,y;)) o ponto correspondente em .

As retas paralelas ao eixo z pelos lados de R;
determinam o elemento de superficie AS ; em S, e o
paralelogramo 7 ; no plano tangente a S pelo ponto P;.

Como z(x,y) € diferenciavel, o plano tangente tende a
se confundir com a superficie S numa vizinhan¢a do ponto
de tangéncia. Isto €, AS; tende a se confundir com 7 ;.

Entdo a area A(7;) sera uma aproximagdo do que
devemos entender por area de AS;, isto €, teremos que
A j) = A(AS j), sendo tal aproximag¢ao tanto melhor quanto
menor for o diametro de R i» logode 7 I

Por outro lado, a area da projecdo de 7; no plano xy €
igual a area de R;, isto ¢, A(R;) = A(ﬂ'j)-‘cos 7j‘ logo
A(R;) = A(AS)-|cos 7

vetor normal a superficie no ponto P;.

, Yi€o angulo entre o vetor k € o
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Segue que a area de S, A(S), que € a soma das areas
dos elementos AS js ¢ aproximadamente

n n A
AS)=Y AAS)) = Y A=),
j=1 j=1 =

Defini¢ao 1 Nas condi¢cOes acima temos que a area de

n A(R;
S, denotada A(S), serd A(S)= lim (Z ( ])j, onde

00| 75 |cos |
0,= max {diamR;} desde que tal limite exista.
1<j<n
dxdy

Notagio ~ A(S) = [[.dS = ||

cos ¥/ '

Definicao 2 Se S: y=vy(x,z), (x,z)€ D, com
v(x,z) € D em condi¢des andlogas a da defini¢ao 1, temos

ave A(S) = [ ds = [, =5

cos
os vetores ii € J .

, onde /S é o angulo entre

dydz

, onde
cosar

De modo andlogo A(S) = ”SdS = ”D

a éoanguloentre i e i .

Proposicao 2 Com as notag¢des da defini¢ao 1 temos

HSdS = HD J(zx)2+(zy)2+1 dxdy .

50



Analogamente para S:y=y(x,z) ou S:x=x(y,2)
_ 2 2
temos que ”SdS = ”D \/(yx) +(y,)"+1 dxdz ou

.Us ds = ”D \/(Xy)2 +(x,)* +1 dydz, respectivamente.

Definicao 3 Seja w= f(x,y,z) uma fungdo definida
em S (S como na definicdo 1) tal que f(x,y,z(x,y)) €
continua V(x,y)e D. A integral de f sobre § é definida por

”sde = ”Df(x,y,z(x,y)) J(zx)2+(zy)2+1 dxdy =

i Sy,a(x,y))
_HD ‘cosy/‘

Proposi¢do 3 Se §: F(x,y,z)=0, F,#0, temos que
1
(F)7 +(F,)* +(F,)*)2
@ [f ds = HD( S 2 g
Z

dxdy .

(b) [[,fads=

1
F 2 F 2 F 2 5
= JID f(X,y,Z(x,y))(( x) +( ‘}é‘-'_( Z) )

onde D é um dominio conveniente.

dxdy

Observacao A area de S e a integral de f sobre §
podem ser expressas como integrais no plano yz ou xz,
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desde que S seja dada na forma x=x(y,z) ou na forma
y = y(x, z), respectivamente.

Definicdo 4 Suponha que S:z=1z(x,y), (x,y)e D ¢
seja  p=p(x,y,z7) a densidade sobre S tal que
p(x,y,z(x,y)) € continua para (x,y)e D. O momento de
inércia sobre S em relagdo ao eixo x € definido por

1= [0 +2}) p(x, y.2(x, ) dS ;
e, analogamente, temos

I,=[[,(*+2%)pds;

I,=[[ (" +y)pads.

Proposi¢cao 4 Se S € parte da esfera X* + y2 +27° = R?,

7220 (ou z<0) temos que vale dS = sten(,/) dpd@, onde
0 e ¢ sdo as coordenadas esféricas de §. Além disso, se
6,<0<6,¢e ¢(0)<¢<9,(0) temos as formulas

@ [ dS= szaz jjf((;)) send dpde :

®) [fy f ds=

ST —
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Observacao Valem formulas andlogas a (a) e (b) acima
nocasoemque § <P<¢p, ¢ G(9)<0<6,(9).

Exemplos Calcule a area das superficies:

1) §: Parte do paraboloide z = X* + y2 interior a superficie
esférica x* + y2 +27°=6.

2) S: Paraboldide z=16—x*— y2 sobre o dominio
D: 23x2+y2S6.

3) S: Parte do hemistério z=\/16—x2—y2 interior a

superficie cilindrica x* + y2 =4y.

Exemplos Calcule a integral da funcdao w= f(x,y,z)
sobre a superficie S para:

1) w=f(x,y,z)=z-«/x2 +y2, S: parte da esfera
X%+ y2 +72=25 compreendida entre os planos z=3 e
z=4.

2) w=F-n, F(x,y,z)=(senz, xy,—cosz), n € o0 vetor
normal unitario exterior a superficie S, onde § € a fronteira
do sélido x* + y* <36; x20; y20;0<z< 7.
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Definicao Um sé6lido R do espago € dito simples se:

(1) Sua fronteira (dR) € regular;

(2) Suas projecdes sobre os planos coordenados sdo
conjuntos compactos com fronteiras regulares;

(3) Qualquer reta paralela aos eixos coordenados intercepta
0 sOlido em um segmento Unico ou nao o intercepta.

Teorema (da Divergéncia ou de Gauss-Ostrogradsky)

Seja R um so6lido do espaco que pode ser dividido em
um numero finito de solidos simples. Seja F' =(L,M,N) um
campo vetorial definido em um aberto Q > R =dRUR, tal
que L,M,N tém derivadas parciais de primeira ordem
continuas. Entao vale:

() [[[ divFav = [[._ F-iidS .

onde 7 é o vetor normal unitdrio exterior a S =dJR em cada
ponto de §S.

Proposicao 1 Com as notagdes do teorema anterior se
a, B,y sao os angulos que 7 faz com os semi-eixos

positivos X, y, z, respectivamente, entdo vale
@) [[[,(Ly+M,+N)aV =

= HBR(Lcosa+Mcos,B+ N cos y)dS =

=] o Ldydz + Mdxdz + Ndxdy .
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Exemplo Calcule a integral de superficie de w=F -n,
onde F(x,y,z)=(senz, xy,—cosz); n €& o vetor normal

unitario exterior a superficie S, onde § € a fronteira do
s6lido x> + y> <36; x20; y>0;0<z<7.

Fluxo e Interpretacao do Divergente

Fisicamente se considerarmos um escoamento de
matéria no espaco a integral -”E)R FrndS pode ser

interpretada como sendo o fluxo através da fronteira dR, isto
¢, a massa total que escapa de R por unidade de tempo.
Ja ”_[R divF dV mede a razdo na qual a densidade

decresce dentro de R, isto €, a perda global de massa por
unidade de tempo.
Nessas condi¢des ha perda de massa somente quando

ela atravessa a fronteira dR por isso o fluxo ”aR FrndS é

igual a divergéncia total ” j X divF dV .

Teorema de Stokes

Proposicao 1  Nas hipoteses do Teorema de Green se
F=(M,N)= (M,N,0) entao vale

(1) ijmrF-E dxdy = jaDF-T ds,onde T é o vetor

tangente a dD ¢ ds é o elemento de arco sobre dD.
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Nosso objetivo € estender a ultima proposicdo para
campos vetoriais no espacgo, substituindo o dominio D por
uma superficie S do espaco. A fronteira dD sera substituida

pelo “bordo” C de S e o vetor k pela normal a superficie.

Exemplos de Bordos de Superficies

Orientacao de Superficies

As superficies sdo orientadas segundo a regra do
“saca-rolha”: para que o saca-rolha avance no sentido de n €

necessario que seu cabo gire no sentido de 7.

Teorema de Stokes

Seja § uma superficie regular orientada, cujo bordo C
¢ uma curva regular simples e fechada, orientada conforme a
observacdo acima. Seja F' = (L,M ,N) um campo vetorial tal
que L, M, N tém derivadas parciais de primeira ordem

continuas em um aberto 2 O S . Entao vale:

(2) ”SRotF-ﬁdS = jCF-T ds |

—

onde 7 € o vetor normal escolhido para S, e T o vetor
tangente a C, cujo sentido € compativel com o de 7.
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1)

1)

(1)

2)

Observemos ainda que (2) pode ser posta na forma:

(3) jCde+Mdy+Ndz =

=[] (N, =M )dydz + (L, — N )dzdx+ (M — L, )dxdy.

Observacoes:

O teorema permite transformar a integral de superficie
sobre § em integral de linha sobre o bordo C de S, e
reciprocamente.

Nas hipoteses do teorema de Stokes, se S € uma
superficie fechada, formada por duas superficies

regulares, temos (4) HS rotFF-1ndS=0, onde n é o

normal exterior ou interior.

Exemplos

Calcular jc xz dx + yseny dy — x° ydz, onde C ¢ a
curva C: P(t)=(2cost,2sent,2cost), te€[0,27].

Verifique o teorema de Stokes para ”S rotF -n dS

onde F=(y,0, x+y) e S.'z=z(x,y):2—x2—y2,

com x* + y2 <1, e n aponta “para cima”.
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EXERCICIOS

1) Dado o subconjunto D, no plano xy, determine E, no
plano r@, tal que T(E)=D. Onde T € a transformacao de
coordenadas polares a coordenadas cartesianas. Desenhe D e
E , nos casos:

a)D:OSxSyz;

b)D:xzﬁy, 0<y<ux;

c)D:x2+y2S4x, x=2;

d) D: x*+y* 24, 0<x<2, y* <4;

e)D:x2+y2S2y, y2X;

f) D:1<x<4, 0<y<ux.

2) Dado o conjunto D no espago xyz, achar E no espago
10z, tal que T(E)=D, onde T € a transformagdo de

coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas. Desenhe
D e E, nos casos:

a) Di%(szryz)SZSJ“—xz—yz;
b) D: Oﬁzﬁ\/x2+y2; léx2+y2S4;

c)D: OSZSx2+y2; 1Sx2+y2S4;

d) D: zZ\/x2+y2; x20; y20,;0<z<4;
e) D: 42 x*+y*; x20; y<0;0<z<4;

f) D: x*+y*<2y; OSZS\/4—x2—y2;
@) D: 2y<a?+y? <4y; 0<z< a4 y7,
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3) Dado o conjunto D no espagco Xyz, achar E no
espacor@¢, tal que T(E)= D, onde T € a transformacao de

coordenadas esféricas a coordenadas cartesianas. Desenhe D
e £, nos casos:

a) D: 2\x*+y* <z<4;

b) D: 3<z<425—x% —y?;

0) D: A+ y2 <2422 -y

d) D: x2+y2+Z2S1; x2+y2+(z—l)231.

4) Faca um esboco das curvas de equacdes paramétricas
dadas, obtenha as respectivas equacoes cartesianas, indique a
orientagdo das curvas com referéncia a valores crescentes
dos parametros. Onde nao houver especificacao entende-se
que o parametro assume todos os valores reais.

a) x=1-3t, y=1+2t;

b) x=2+5cost, y=1-3cost;

Q) x=1"—1, y=3t>+2;

d) x=3+4cost, y=2+sent, 0<t<2rx;

e) x=2cost, y=2sent, z=2cost; 0<t<2rx.

5) Considere a curva C obtida como interseccdo das
superficies dadas. Pede-se: encontre uma parametrizacao da
curva C; determine uma equacgdo da reta tangente no ponto
indicado; faga um esboco das superficies destacando a curva
C, nos casos:

a) Superficies z:x2+y2 e z=4-2x-4y. Ponto
(2,-2,8).
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b) Superficies z= \/1 —x% - y2 e X+ y2 =x. Ponto
(1,0, 0).

c) Superficies 4 = X%+ y2 e z=x.Ponto (2,0, 2).

d) Superficies z = y2 —x* e xX*+ y2 =1. Ponto (1,0, —1).

6) Calcular a integral da funcdo f{x,y) = xy no dominio D
formado pelos pontos (x,y)e R* tais que 0<x<I1 e

0<y< x°, integrando primeiro em relagdo a x e depois em
relacdo a y. Calcule a mesma integral invertendo a ordem de
integracao.

7) Esboce a regido D de integracdo e exprima a integral
como uma integral dupla equivalente, com ordem de
integragcao inversa, nos casos:

D [2 15 ey b [0 foowdyds
S E R M
C) jo 2 J‘xzﬁ fix,y) dydx.

8) Calcular a integral da funcao f{x,y) = y+2x no dominio
D limitado pelas retas x=-2, x =1, y =5 e pela

pardbola y:x2—4 (esboce D). De modo andlogo ao

exercicio, acima, exprima a integral obtida com ordem de
integracao inversa, e calcule-a.

9) Calcule o volume do solido R, no primeiro octante,
limitado pelo plano x=2 e pela superficie cilindrica

z:4—y2.
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10) Calcular o volume do sélido R, no primeiro octante,
limitado pelo plano x = y e pelo cilindro X +z72=1.

11) Calcule a  integral ” b e ™ dx dy onde
D: x*+ y2 <lI.

12) Calcular o volume do sdlido R abaixo da superficie
Z=w/x2+y2, acima do plano z =0, exterior ao cilindro

X%+ y2 =2y e interior ao cilindro X%+ y2 =4y.

13) Use integrais triplas para calcular o volume do solido
limitado pelos paraboldides z = x% + y2 e z=12x-3 y2
integrando: a) 1° em relacdo a z; b) 1°emrelacdoay; c) 1°
em relacao a x.

14) Encontre a massa do s6lido no primeiro octante interior
ao cilindro  x*+ y2 =4x e abaixo da esfera

x2+y2+z2=16. A densidade de volume varia com a

oA ) : K
distancia ao plano xy e € medida em —§
m

15) Encontre o momento de inércia, em relacao ao eixo z,

do solido homogéneo (densidade constante) interior ao

cilindro x” + y2 —2x=0, abaixo do cone x>+ y2 =72 e
acima do plano xy.

16) Dar o volume do soélido limitado pela superficie

x2 + y2 +z°=4de pela superficie z = %(x2 + y2).
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17) Verificar se o campo vetorial dado € conservativo. Em
caso afirmativo, determinar uma fun¢ao potencial para o
campo

1) F(x, y,z)= (3y, — X, yzz);

i) F(x,y,z)=(y*cosx) i+ (2ysenx +e*) j+(2ye*)k;
iii) F(x,y,z)=(yz+2, xz+1, xy+2z).

18) Calcule o trabalho realizado pela forca
F(x, y,z):(y2 coSs x)f+(2y sen x +ezz)§+ +(2yezz)f<,

a0 mover um particula ao longo da curva
C:P(t)=(sent, cost,t),te[0,27].

19) Determine o trabalho realizado pela forca
3

3
F(x,y):[ Se“—y?,%+eyj quando seu ponto de

aplicacao desloca-se ao longo da curva
C:P(t)=(cost, sent),te [—%%} do ponto (0,-1) até o
ponto (0,1) no sentido anti-hordrio.

29) Calcular o trabalho realizado pela forca

F=yi+2j+xk ao mover uma particula ao longo da curva

C, obtida como interseccao da esfera x*+ y2 +2z°=16 com
o plano z = (\/§ ) y orientada no sentido anti-horario.

21) Calcular a integral de linha da forma diferencial
—ydx+xdy sobre a curva C, orientada no sentido anti-
horario, obtida como intersec¢do das superficies

7= \/4—X2—y2 e x°+y>=2y.
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22) Mostre que o campo vetorial associado a forma
diferencial dada € conservativo, encontre uma funcdo
potencial e calcule a integral pedida para:

1) jc (2xy2 — y3)dx + (2x2y — 3xy2 + 2)dy; C ¢é uma curva
qualquer ligando A =(-3,—1) e B =(1,2).
1) j c (senysenhx + cosycoshx )dx + (cosycoshx — senysenhx)dy ;

C é uma curva qualquer ligando A =(1,0) e B=(2, 7).

X y z
111) dx + dy + dz,
IC x> +y% 422 x> +y%+2° x> +y%+2?

C é uma curva qualquer ligando A=(1,0,0) e B=(1,2,3).

23) Use o Teorema de Green para calcular as integrais dadas:

a) IC [sen(xy)+xycos(xy)] dx + x? cos(xy)dy, C ¢é a
circunferéncia x> + y2 =1.

-y
b dx +
) .[y x2+y2 * x2+y2

dy, para ¥ sendo uma curva

simples, regular, fechada, orientada no sentido anti-horério,
contendo a origem em seu interior.

C) Ic Sxydx + x° dy, C € a curva fechada que consiste dos

graficos de y =xzey =2x, 0 £ x < 2.
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d) jy (2xcosy)dx + (7xy—x2seny)dy, para ¥ sendo o

grafico de y=cosx, 77[ < xS% percorrido de (%,O) até
T

—,0).

(2 )

3 3
senx Y x_ y
e) Jc {e —3} dx + {3 + e } dy, com a

curva C tendo a parametrizacio P(t)=(cost, sent),

n T
te|-=,=|.
{22}

24) Represente geometricamente a superficie S ache uma
funcdo com seu respectivo dominio de modo que a superficie
S seja o grafico dessa funcao; calcule a area da superficie S
para:

a) Parte do paraboldide z=x>+ y2 interior ao cilindro
2, .2 _
x“+y°=1.

b) Parte da superficie esférica x2+yz+z2 =1 que se

encontra dentro do cone z =+/x° + y2 :

c) Parte da superficie cilindrica 2 +x*=4 que se encontra
dentro do cilindro x* + y2 =4.

25) Calcule ”S f(x,v,2)dS sendo:
a) flx,y,z)= x>+ y2; S: x2 + y2 + z2 =4 z> 1.
b) fixyz)=x  S:z=x>+y% 1<z<3.
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) fixyz)=x2z;  S:izi=x2+y? 1<z <4.

26) Em cada exercicio abaixo vocé usara o Teorema da
Divergéncia, diga, justificando, se o sélido que aparece em
cada um deles € simples:

a) Calcule ”S F.7idS onde F(x,y,z)z(x3,y3,z3) e S éa

fronteira do sélido R: x* + y2 <4,0<z<3.
b) Considere o sélido R abaixo do cone z=9+/x>+ y2
acima do plano z =0, exterior ao cilindro X%+ y2 =2y e

interior ao cilindro x*+ y>=4y. Calcule a integral de
superficie =”S F 7idS onde S =0oR, F(x,y,z) =%(x,y,z),

1 € o vetor normal exteriora §.
¢) Calcule ”S(xycosa'+ yzcos B+ zxcosy)dS, onde S € a

esfera x* +y* +z°=R% e fi=cosai+cosf j+cosyk é
sua normal externa.

27) Em cada um dos exercicios abaixo faca um esbogo da
superficie S indicando a orientacdo do vetor normal unitario
n, e a orientacdo do bordo de §, compativel com a
orientacdo de n, de modo a poder utilizar o teorema de
Stokes para resolver:

a) I c xdx+ 2xydy+ xzdz, onde C é a curva obtida da

interseccdo da porcdo da esfera x*+y*+z*=1no primeiro
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octante com os planos coordenados xy, xz e yz, C
orientada no sentido anti-horério.

b) 1=”S rotF fidS onde F(x,y,z)=(x—2z,x° + yz,=3xy?),

n € o vetor normal unitario exterior a S, S € parte do cone
dada por 7=2—+/x> +y2,z > 0.

28) Calcule o trabalho W realizado pela forca
F=-2yi — 7 +xk ao mover uma particula ao longo de C ,
onde C € a curva orientada no sentido anti-horario obtida
como intersec¢do das superficies z= X%+ y2 e
z=4+2x+4y. Resolva também este exercicio utilizando a
definicdo de integral de linha.
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