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1 Introdugao

No inicio dos estudos do Calculo € usual a apresentacao do
corpo ordenado completo dos numeros reais. Tal apresentacdo €
feita, geralmente, na forma axiomadtica, no entanto, € possivel
construir o sistema dos numeros reais partindo-se dos numeros
Naturais (sendo este ultimo obtido a partir dos axiomas de Peano).
Os estéagios de tal constru¢do podem ser vistos do ponto de vista da
solugdo de equacoes polinomiais.

No sistema dos numeros naturais N uma equagdo da forma
(1) x+n=m, ndo tem raiz para n>m. No dominio Z dos inteiros
qualquer equacdo da forma (1) tem raiz, mas uma equagao da forma
(2) ax=b ,com a,be Z e a #0 geralmente ndo tem raiz em Z.

A situacdo descrita acima € remediada no corpo Q, dos
numeros racionais, onde toda equacdo da forma (2°) px=¢g com
p,q€ Qe p#0 tem raiz. No entanto, por exemplo, uma equagao da

forma (3) x"=z com ne N e ze Q pode ndo ter raiz em Q
(tome n=z=2). Essa situacdo € parcialmente remediada no corpo
R, dos numeros reais, onde qualquer equacdo da forma (3’)
x"=¢€, €€ R, tem raiz se n é impar, porém, nao terd raiz se n €
par e £ € negativo, desde que poténcias pares em corpos ordenados
sdo positivas.
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Para encerrarmos esse processo afirmamos ser possivel
construir um corpo completo (ndo ordenado), que chamaremos de
corpo dos numeros complexos e denotaremos por C, que além de
conter uma “copia” de R tem a propriedade de: toda equagdo

polinomial com coeficientes em C tem uma raiz em C ( em

2

particular x” =—1 terd raizes em C).

Um corpo com essa ultima propriedade é chamado de
algebricamente fechado. O teorema que assegura que C ¢
algebricamente fechado € chamado de Teorema Fundamental da
Algebra e foi primeiramente provado por Gauss em sua tese de
doutorado.

2 Estrutura Algébrica e Completude

2.1 O Corpo dos numeros complexos

Consideremos o conjunto, denotado por C, formado por
todos os pares ordenados (x,y) com x,ye R e definamos nesse

conjunto duas operagdes, a soma indicada por “ + ” , e o produto

(13

indicado por ¢ * 7 tais que:
a) (x, y)+ (X, y2) = (X + X5, 1+ 33),
D) (X, ) (X, )= X =Y" Yy » X" Y+ Y- X)),

quaisquer que sejam (x;,y;), (x,,y,)€ C.
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Indicando por z;=(x,y) ; 2 =(x,¥;) € z3=(X3,¥3)
elementos quaisquer de C temos que sdo validas as seguintes
propriedades:

Comutativas: z;+2,=2,+2; © 212 =2, 45

Associativas: z; +(z, +z3)=(z,+2,)+ 23 €
21(2523) = (21 22) 23 ;

Distributiva: z,(z, +23) =22, + 3,23 3

Existéncia de elementos neutros: existem dois ndmeros
complexos distintos, denotados por 0=1z,=(0,0) e 1=z, =(1,0),
taisque, z+z,=2 € zz,=z paratodo z=(x,y)eC ;

Existéncia de opostos: para todo z=(x,y)e C, existe
—z=(—x,—y)e C tal que z+(-z2) =2z, =1(0,0) ;

Existéncia de inversos: para todo z=(x,y)e C, z#(0,0)

. _ X - _
existe 7 | = 3 7> yz tal que zzlzzuz(l,O).
X“+yT x"+y

Tais propriedades fazem com que C, munido das operagdes
“4+ 7 e“ . 7 tenha a estrutura algébrica conhecida como corpo ( o

que denotamos por <C,+,-> ). Os elementos de C serao chamados de
nimeros complexos.
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2.2 Notagao

O simbolo usual para um nimero complexo ndo € (x,y) mas
x+1y, esta notacdo € devida a Gauss que, embora nao tenha sido o
primeiro a utiliza-la, foi quem a propagou.

Para estabelecer a notacdo x+iy procederemos com segue.
Primeiro note que:

sendo assim, podemos identificar o ndmero complexo (x;,0) com o
numero real x;. Rigorosamente estamos verificando que existe um
1isomorfismo entre o conjunto dos complexos da forma (x,0) e o
corpo R dos numeros reais.

Agora definimos i =(0,1) e entdo teremos que .....

Finalmente observamos que i2 = (0,1)-(0,1) =
(0-0-1-1,0-1+1-0) =(-1,0) =—1. Nesse sentido podemos dizer
que i = J-1.

A notacdo x+iy € mais conveniente e serd utilizada

preferencialmente a partir de agora. Calculos algébricos sdo, com tal

notacdo, mais faceis, basta utilizar todas as regras algébricas usuais

2

mais aregra i~ =—1, assim € que .........

O inverso multiplicativo dado em 2.1 €, nessa nova
notacao,...
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Dado o nimero complexo z = x +iy chamaremos x de parte
real e y de parte imagindria. Usaremos entao as notagdes x = Re(z)
e y=Im(z).

2.3 Interpretagdo Geométrica e Completude de C

Desde que pares ordenados (x,y) indicam coordenadas no

2 P . . P
plano R n6s podemos visualizar C como um plano, com o nimero
complexo z=x+iy correspondendo ao ponto (x,y) no plano

coordenado.

A identificacdo de (x,0) com x leva-nos a chamar a reta
que contém tais pontos (x,0) de “o eixo real”. O eixo y, em angulo

reto com o eixo real, € chamado de *“eixo imaginario”. Obtemos
dessa forma o plano de Argand-Gauss e, do mesmo modo que a reta
estava associada o corpo dos reais, existe uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do plano coordenado e o conjunto dos
numeros complexos.

O fato de C ser completo pode ser entendido
geometricamente, como a nao existéncia de “buracos” nesse plano,
isto €, a completude de C afirma que nao existe ponto no plano para
o qual ndo corresponda um nimero complexo. A completude de C é
consequéncia direta da completude de R.

Se a cada numero complexo z=x+1iy associarmos O vetor
que tem como representante o segmento que vai de (0,0) até (x,y)
podemos interpretar a operacdo de adi¢do de numeros complexos
como a soma de vetores em R”.
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Com o objetivo de estabelecer uma maneira de medir a
distancia entre dois numeros definiremos 0 médulo de um nimero
complexo.

Definicdo Dado z=x+iye C o mddulo de z, denotado por

, € definido por |z| =/x> + y2 )

Tal médulo de Z expressa a distancia do nimero complexo
z=x+iy=(x,y) até o complexo 0=0+i0=(0,0). A partir da
no¢ao de modulo e seu significado geométrico se quisermos medir a
distincia entre z; € z, € C basta tomarmos ‘zl - zz‘.

1z

Definicdo Dado um numero complexo qualquer z = x+iy
seu conjugado é 7 =x—1iy.

Observe que quando ze C éreal entdo 7 = 7.

Propriedades Para quaisquer nimeros complexos z, z;, 2,
sdo vélidas:

Dy+=5+2 | 4-L=4~0;

.. — — z z .
11) 218y =Z%1"% ; /: s ,Z2¢0+10;
%) )

iil) z+zZ=2Re(z) e z—7=2iIm(z);
iv) Z=12;
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V) z:Z=x"+y" e |f=+z-7 ,para z=x+iy;

vi) &/ =84%/ 2 #04i00;
‘2 2|

vii) |Zl ‘ Zz| :|Zl|'|22

5
Vlll) |Z1+22|S|Z1|+|22| € |Z1 _Zz|2‘ |Zl|_|ZZ| ‘ .

2.4 Forma Polar de um Numero Complexo e Operacoes
2.4.1 Forma Polar

Considere agora um nimero complexo ndo nulo z=x+iy e

sejam: ¢/ o segmento de reta que liga 0+i0 até z e & o dngulo que o
semi-eixo real positivo faz com /¢, este medido no sentido anti-
hordrio a partir do semi-eixo real.

Podemos entao escrever xz‘z‘ cosfd e vy =‘z‘sen¢9, dessa
forma, teremos z = x+iy =|z/(cos@ +isen6). Esta dltima expressdo

¢ chamada de forma polar do numero complexo z. O nimero 6 ¢é
chamado de argumento de z e denotado por arg(z), ja o modulo de

z € usualmente denotado ‘z‘ =r. Observe que no caso de limitarmos
6@ ao intervalo [0,27) teremos para cada z€ C um unico
argumento @, arg(z),em [0,27).
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Exemplo Escrever os numeros complexos z;=1 ;

V2 A2 1

V3
2, =——+i—— € z3=—+i—— naforma polar.
2 2

2.4.2 O Produto na Forma Polar

Dados z; =r(cos@, +isenb,) e z, =r,(cosb, +isend,) numeros
complexos arbitrarios teremos que z; -z, =...

7

Assim  z;-z, € tal  que ‘zl : zz‘ = ‘zl‘ - ‘zz‘ e
arg(z, - z,) = arg(z) +arg(z,).

Exemplo O produto z;-z,, onde z; = 2(cos%+isen%) e

ﬂ . ﬂ 7 /
2 = 3(COSE +isen 5) serd o numero complexo.....

Obviamente o processo acima pode ser generalizado de

modo que dados z; = r(cos@, +isen6,),... ...,z, =r,(cos6, +isen6,)
teremos que  Z;c....'Z, =.......

Quando =2 =...=z,=z=r(cos@+isend)  temos
que.........
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2.4.5 A Divisao na Forma Polar

Dados z; =r(cosf, +isenf) e z,=r,(cosb, +isenb,),
com r, #0, dividir z; por z, significa determinar um ndmero
complexo z; = p(cos@+iseng) tal que z; =2z, 73 . Dessa forma,
devemos ter, necessariamente, que

2.4.4 Raizes de um Numero Complexo

Dado o numero complexo z=r(cos@+isenf) nosso
objetivo € encontrar todas as raizes n-€simas de z, isto €, todos os

nimeros complexos w que satisfagam a equacdo w" =z , com
ne N.

Assim, existem n raizes n-€sima de z, descritas pela
formula acima.

Utilizando-se a féormula do produto e a formula da raiz n-
ésima vem a seguinte generalizagao

EXERCICIOS

1) Calcule as raizes Sexta de z =8.

2) Considere os nimeros complexos: z; = J2 + i\/g ) 2y =2+12;

< )
w= *1 Ppedimos:
%)

1) Calcule o valor de w;
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i) Calcule os modulos e os argumentos de Z;, 2, € W;
111) Expresse w na forma polar;

T T
1v) Encontre o valore de COS(E) e de sen (Ej,

v) calcule o valor de w207,

3) No plano de Argand Gauss considere A, B e I os pontos fixos
I1+i,3—1ie 2 respectivamente. A cada ponto z€ C associamos o

ponto z'€ C tal que z'= 72-47. 0 ponto z' € chamado de
imagem de 7. Sao pedidos:

i) Calcule os pontos A' e B', imagens de A e B, respectivamente.
O que voce observa?

ii) Determine os pontos cuja imagem é o ponto fixo —3;

111) Resolva os itens a), b) e c¢) abaixo:

a) Verifique que para todo z€ C vale z'4+4 =(z— 2)2
b) Deduza uma relagdo entre ‘z'+4‘ e ‘Z — 2‘ e, quando 7 # 2,

uma relagdo entre arg(z'+2) e arg(z —2).
¢) O que podemos dizer dos pontos M' para os quais M
descreve a circunferéncia C de centro I e raio 2?
v/
i
iv) Sejam: E=2+2e¢ 3 fixo, J=—4 e E' a imagem de E,
pedimos:
a) Calcule a distancia entre I e E, que denotamos d(I,E), e

a medida, em radianos, do angulo entre 51 e ﬁf
b) Calcule d(J,E").
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4) Considere o plano de Argand Gauss. Se M ¢é um ponto fixo do
plano ao qual estd relacionado o numero complexo

: 1
z€ C—{0+1i0}, designaremos por M"' o ponto z7'=——. Isto é

<

1
vale V ze C* — 7'=——.
<

Parte A:

i) Dado z€ C* determine as relagdes entre os modulos de z e
de z' e uma relagao entre os argumentos de z e Z'.
ii) Mostre que M , M'e 0+i0 estdo alinhados.

— 1
iii) Mostre que para todo z€ C~ vale z4+1=—(z—1).
<

Parte B: Sejam A =1 e B =-1, denote por C o conjunto dos
pontos M do plano de Argand Gauss para os quais ‘Z — 1‘ =1.

i) Qual a natureza do conjunto C?

ii) Dado z € C tal que z # 0+i0 pedimos:
a) Mostre que ‘z'+l‘ = ‘z" e interprete geometricamente tal
igualdade:
b) E verdade que se z' verifica ‘z'+1‘ = ‘z" entdo 7 verifica
a igualdade ‘z — 1‘ =17

iii) Faca um esbogo de C. Se ze€ C descreva a contrucgio de
Z' utilizando os itens e partes anteriores.
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2. . 27
5) Considere o numero complexo z=2cos(—)+isen(—) e

denotemos a = 7 + z4 e b= 22 + Z3. Pedimos:

i) Mostre que para todo we C, w#1 ¢ todo ne N vale a

igualdade: 1+w+w" +...+w =1—;
-w

ii) Calcule 1+ w+ e +w3+w4;

iii) Mostre que a e b sdo solucdes de x> +x-1=0;

. , 2

1v) Mostre que a = 7 +— e determine a em funcgdo de COS(?) ;
<

v) Resolva a equacdo do item (iii);

2z
vi) Deduza o valor de COS(?) :
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