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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar algumas extensdes de um dos
teoremas mais importantes e divulgados da matematica elementar: o Teorema de
Pitagoras, que tem suas aplicagbes em diversas areas do conhecimento. Inicialmente,
realizamos um breve resgate histérico da vida de Pitagoras, o surgimento do teorema e
suas aplicacdes. A seguir sao apresentadas varias extensfes do teorema, para poligonos
regulares, poligonos semelhantes e figuras ndo retilineas. A generalizacdo de Polya
também é enunciada e demonstrada, situacdo em que o padrdo pitagdrico (relagédo entre
as areas) é valido para quaisquer tipos de figuras semelhantes construidas sobre os lados
de um triangulo retangulo, sendo o Teorema de Pitagoras um caso particular, bem como

a generalizacdo de Pappus.
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Introducao

O tema deste trabalho ¢ um dos teoremas mais importantes e conhecidos na
Matematica: o Teorema de Pitagoras. Esse é considerado um dos alicerces da
Matematica, pois possui iniUmeras aplicagdes em diversas areas do conhecimento. O
objetivo principal € apresentar vérias extensbes do teorema, finalizando com as
demonstracdes das generalizacOes de George Polya e de Pappus de Alexandria, duas
situacBes em que 0 Teorema de Pitagoras é obtido como um caso particular.

1 Um pouco sobre Pitagoras

Pitdgoras nasceu em Samos, uma ilha grega na costa maritima do que hoje ¢é a
Turquia, por volta de 570 a.C. Como todos os documentos da época se perderam, a
doutrina e a vida de Pitagoras esta envolta de muitos mistérios, nada pode ser afirmado
com muita certeza. Tudo que se sabe sobre Pitdgoras veio através de referéncias de
outros autores que viveram séculos depois. Sua morte se deu em Crotona, cidade da
Italia meridional, provavelmente, por volta de 500 a.C., com a destruicdo de sua Escola
Pitagorica e o0 seu possivel assassinato. Porém, ndo existe certeza sobre a data de sua
morte, alguns dizem que Pitagoras conseguiu fugir para Metaponto, sul da Itélia, onde

permaneceu até o fim de sua vida.

o F.igura‘l — Busto de Pitagoras

Em todas as referéncias sobre a vida de Pitagoras, relata-se que o mesmo

realizou inUmeras viagens e peregrinacdes. Permaneceu cerca de 25 anos no Egito,
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onde, provavelmente, extraiu os conhecimentos matematicos e filosoficos que
fundamentariam o seu ensinamento futuro.

Pitagoras teria voltado para Samos com 56 anos, com a intencdo de ali fundar
uma escola iniciatica. Seus ensinamentos atraiu a atencdo de muitos discipulos, mas
também provocou a inimizade de Policrates, tirano de Samos. Partiu entdo para
Crotona, reunindo ali um grupo de discipulos e iniciando-0s nos conhecimentos de
Matematica, Musica e Astronomia. Estava fundada entdo a Escola Pitagorica, uma

instituicdo religiosa e intelectual, cujos principais conceitos eram:

e Prética de rituais religiosos na crenca de que as almas se transmigram de um
corpo a outro apds a morte;

e Lealdade entre os membros;

e Total entrega da mente ao estudo de Geometria, Aritmética, Mdusica e

Astronomia.

Com o passar do tempo e devido as ideias da Escola Pitagdrica, Pitdgoras foi
colecionando vaérios inimigos. Um deles, que ndo foi aceito em sua Escola, comecou a
persegui-lo e, através de falsos testemunhos, colocou o povo da cidade de Crotona
contra Pitagoras. A Escola entéo fora destruida. Como a Escola Pitagérica era secreta,
Pitagoras ndo deixou nenhum registro escrito, e provavelmente, todos os que existiam

foram perdidos com a morte de seus discipulos, e a aniquilacdo dos pitagéricos.

2 Teorema de Pitagoras: alguns dados historicos

"Num tridngulo retangulo, a area do quadrado construido sobre a hipotenusa é
igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos”. Essa importante
relacdo entre os trés lados de um triangulo retangulo ficou conhecida, na Geometria
Euclidiana, como Teorema de Pitagoras. Mas séculos antes da existéncia de Pitagoras, 0
teorema ja era conhecido por babilonios, egipcios e chineses, que utilizavam o resultado

na resolucéo de problemas.
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H& provas concretas que os babil6nios antigos conheciam o Teorema de
Pitagoras. Muitos dos tabletes de barro, que datam de 1800 a 1600 a. C., que foram
encontrados e decifrados evidenciam este fato. Um deles, que se chama Plimpton 322, e
se encontra atualmente na Universidade de Columbia, contém uma tabela de 15 linhas e
3 colunas, contendo ternos pitagdricos, ou seja, com medidas dos trés lados de um

triangulo retangulo.

3 = :zd';i’
vH T [
L A Tl =
MGET
o 4

Figura 2 — Placa Plimpton 322.

O primeiro documento escrito no Egito, em grego, que se conhece e que trata do
Teorema de Pitagoras sdo “Os Elementos”, de Euclides (360 — 295 a.C.). Trata-se da
Proposicao 1-47, cuja demonstracdo € realizada envolvendo comparacédo entre areas.

E importante observar que, como nenhum dos escritos originais chegou até os
nossos dias, ndo podemos afirmar, com absoluta certeza, se Pitdgoras apresentou ou ndo
uma prova do teorema que leva seu nome. Como a Escola Pitagdrica, além de secreta
era comunitaria, ou seja, todo o conhecimento e todas as descobertas pertenciam a
todos, pode ser que algum de seus discipulos tenha demonstrado e tenha dado o crédito
ao mestre, conforme as normas da comunidade. E certo que Pitagoras ndo inventou o
teorema, mas é possivel que leve o seu nome por acreditar-se que ele tenha sido o
primeiro a se preocupar em dar uma demonstracdo (geral). Também ndo se sabe qual foi
a demonstragdo original feita pelos Pitagdricos, mas historiadores acreditam que deve
ter sido usando areas.

Hoje sabemos que existem mais de 400 demonstragdes diferentes do Teorema de
Pitagoras, algumas feitas por personalidades como Bhaskara e Leonardo da Vinci e até
mesmo um presidente dos Estados Unidos (em 1871), James Abram Garfield (1831 —
1881). O classico livro The Pythagorean Proposition, (LOOMIS, 1968) do
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professor norte-americano Elisha Scott Loomis (1852 — 1940), contém uma compilacao
de 370 demonstracGes diferentes do Teorema de Pitagoras. Ndo € nosso objetivo aqui

apresentar demonstracdes do Teorema de Pitagoras.

3 O Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras, em termos de areas, nos diz que a “soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos de um tridngulo retangulo é igual a area do

qguadrado construido sobre a hipotenusa”.

Figura 3 — Tridngulo retdngulo com os quadrados construidos sobre seus lados.

Se a medida da hipotenusa é a e se b e ¢ sdo as medidas dos catetos, 0 enunciado

é equivalente a:
2 2 2
a“=b“+c
Observagdo: Como usualmente ocorre, a, b e ¢ indicardo, de acordo com a

conveniéncia, as medidas dos lados ou os lados do triangulo.

3.1 A reciproca do Teorema de Pitagoras
A reciproca do Teorema de Pitagoras: “Se a, b e ¢ forem as medidas dos lados
de um triangulo e a® = b? + ¢?, ento o triangulo é retangulo de hipotenusa a e catetos

b e ¢’ é também verdadeira. A justificativa é simples. Ver, por exemplo, Euclides
(2009).
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4 Extensdes do Teorema de Pitagoras

Nesta secdo veremos que esse padrdo pitagorico (relacdo entre as reas) é valido
para outras figuras construidas tendo como base um triangulo retangulo, de modo a

obter “extens0es” do Teorema de Pitagoras.

4.1 Triangulos Equilateros
Vamos verificar o padrdo pitagorico, isto é, a relacdo entre areas similar a do
Teorema de Pitdgoras na construcdo de triangulos equilateros sobre os catetos e

hipotenusa de um tridngulo retangulo.

Proposicdo 1: A area do tridngulo equilatero, construido sobre a hipotenusa de
um tridngulo retangulo, é igual a soma das areas dos triangulos equilateros construidos

sobre os catetos deste triangulo.

Figura 4 — Tridngulos equilateros sobre os lados do triangulo retangulo.

Demonstracao:

Seja ABC um tridngulo reto em A, com hipotenusa a e catetos b e ¢. Sejam S,, Sy,
e S as areas dos triangulos equilateros construidos, respectivamente, sobre a hipotenusa
e os catetos deste triangulo.
a%-+\3 b2-/3 c24/3

Dessa forma, S, = — Sp = " eS.= . Somando as areas Sy € S, e

2. 2.
usando o Teorema de Pitdgoras, obtemos S, + S, = 2 4‘/§+ # = (b +c?) -‘i—g =
=a? -‘i—g = S,. Portanto, S, = Sp + S.. n
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4.2 Triangulos Semelhantes
O padrao pitagorico (relacéo entre areas) € valido para triangulos semelhantes
construidos sobre os lados de um tridngulo retdngulo. Para isso, vamos enunciar um

resultado que serd util na demonstragdo que desejamos.

Lema 1: Se dois triangulos sdo semelhantes, entdo a razdo entre as suas areas €
igual ao quadrado da razdo entre os comprimentos de dois lados correspondentes
quaisquer.

Uma demonstragdo do Lema 1 pode ser encontrada em Lourengo e Silva (1992).

Proposicdo 2: Se construirmos triangulos semelhantes sobre os lados de um
triangulo retangulo e se os lados (segmentos) do triangulo retangulo sdo lados
homdlogos (correspondentes) aos lados dos triangulos semelhantes que os contém,
entdo a area do tridngulo construido sobre a hipotenusa € igual a soma das areas dos

tridangulos construidos sobre os catetos.

Figura 5 — Triangulos semelhantes construidos sobre os lados do triangulo retangulo.

Demonstracao:

Sejam T, T, e T¢ respectivamente, as areas dos tridngulos semelhantes
construidos sobre a hipotenusa a e catetos b e ¢, como na Figura 5.

Tp b\2 T, c\? b2
Pelo Lema 1, temos que — = (—) e <= (—) , de onde obtemos Tb =—- Ta e
Tq a Tq a a
CZ
Tc = ; " Ta
Somando as duas expressdes e usando a relacdo de Pitagoras, obtemos
_@2re) e

Ty + T, =——— Ty == To = T,. Portanto, T, + T, = T,.

2 2
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4.3 Poligonos Regulares

Vejamos agora a situacao para poligonos regulares construidos sobre os lados de

um triangulo retangulo.

Proposicdo 3: A area do poligono regular de n lados construido sobre a
hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos poligonos regulares

de n lados construidos sobre seus catetos.

Figura 6 — Poligonos regulares de n lados sobre os lados do triangulo retangulo.

Demonstracao:

Consideremos um triangulo retdngulo em que em cada um de seus lados foram
construidos poligonos regulares de n lados, conforme a Figura 6. Podemos decompor
cada poligono regular em triangulos cujos vértices sdo: dois vértices consecutivos do
poligono regular e o seu centro.

Sendo Sg, Sy e S¢ as areas dos poligonos regulares construidos sobre os lados do
triangulo retangulo, temos S, = N-Ta, Sp = n-Tp e Sc = n-T¢, onde Ty, Ty € T, Sd0,
respectivamente, as areas de cada triangulo em que foi decomposto o poligono regular,
construido sobre a hipotenusa de medida a e catetos de medidas b e c.

Entdo, Sp + Sc = n-(Tp + T¢) = n-T, = S, uma vez que, pela Proposicdo 2 temos
Ty + T, = T, (ja que os tridngulos (isosceles) apoiados sobre os lados do triangulo

retangulo sdo semelhantes).
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4.4 Poligonos Semelhantes

Mais geralmente, vamos mostrar que o padréo pitagorico (relacdo entre as areas)
é vélido para poligonos semelhantes construidos sobre os lados de um triangulo
retdngulo qualquer.

Para isso vamos recordar a definicdo de poligonos semelhantes e enunciar um
lema sobre areas.

Definicdo: Dois poligonos (convexos ou ndo) Ai1A2AzAs...A, e B1B,B3B4...By,
(onde Aj, Bj, i = 1,..., nindicam seus Vértices) sdao semelhantes, quando seus angulos
correspondentes sdo congruentes e seus lados correspondentes, denominados

homdlogos, sdo proporcionais, ou seja, A; = B;, A, =B,, A; =B;,..., A, =B, e

A{A A,A Az A A,_{A A A , ~

12 28 8t L ot Tl — Boonde a constante K é chamada razdo de
B1B; B;B3 B3By4 Bn-1Bn BnBq
semelhanca.

Ay B

A1 Ap
Figura 7 - Poligonos semelhantes de n lados.
Lema 2: Se dois poligonos sdo semelhantes, entdo eles possuem areas

proporcionais aos quadrados da razdo das medidas entre dois lados homdlogos

quaisquer (razéo de semelhanca), ou seja, sendo 4, a area do poligono A1A,A3A4 An €

A» a érea de B1B,B3B4...By, temos que "% = k2, com k a razdo de semelhanca.

2

Uma demonstracdo do Lema 2 pode ser encontrada em Lourenco e Silva (1992).

Proposicdo 4: Se construirmos poligonos semelhantes sobre os lados de um
triangulo retangulo e se os lados (segmentos) do triangulo retangulo séo lados

homologos aos lados dos poligonos semelhantes que os contém, entdo a area do
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poligono construido sobre a hipotenusa é igual a soma das &reas dos poligonos

construidos sobre os catetos.

Demonstracao:

Considerando que os poligonos construidos sobre a hipotenusa e os catetos sdo

semelhantes e S,, Sy e S 80 suas respectivas areas, mostraremos que Sy = Sp + S.

Figura 8 — Poligonos semelhantes de n lados construidos sobre os lados de um tridngulo retangulo

De fato. Como os poligonos sédo semelhantes e os lados do tridngulo séo lados

2
. S b
correspondentes dos poligonos, temos de acordo com o Lema 2, que —S” = (Z) e
a

2 2
S . S S b
S—C = (2) . Somando membro a membro as duas igualdades, obtemos 22 + S—C ==+t
a a a

c? " Sp+ S¢ b%+ c®> a?
+. De onde segue, usando o Teorema de Pitadgoras que T T T le
a
portanto, S; = Sp + Sc.
|

4.5 Extensdes retilineas

Apresentamos a seguir algumas extensdes do Teorema de Pitagoras, para certas
figuras “retilineas”, poligonos construidos a partir do tridngulo retangulo, porém nio
tendo um de seus lados como sendo um dos lados do triangulo retangulo (mas

obedecem alguma relagcdo com o quadrado que se constroi sobre o lado).
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N&o é dificil demonstrar que em todas as situagdes a seguir, as regides (figuras
coloridas) construidas sobre os lados do triangulo retangulo preservam o padrédo
pitagorico das areas, ou seja, a area da regido construida sobre a hipotenusa € igual a
soma das areas das regides construidas sobre os catetos. A verificacdo em cada situacéo
€ um interessante exercicio e recaira sempre no Teorema de Pitgoras, o qual ja

sabemos ser verdadeiro.

As regides ou figuras coloridas apresentadas sdo caracterizadas do seguinte

modo:

1) Complementares dos tridngulos equilateros construidos no interior dos

quadrados e tendo como base os lados do triangulo retangulo.

Figura 9 — Complementares dos tridngulos equilateros no interior do quadrado.

2) Quadrados inscritos tomando os pontos médios dos quadrados dos lados do

triangulo retangulo.

L

Figura 10 — Quadrados inscritos nos pontos médios.
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3) Triangulos equilateros inscritos considerando os pontos médios dos

triangulos equilateros que tem como base os lados do triangulo retangulo.

Figura 11 — Triangulos equilateros inscritos nos pontos médios.

4) Quadrilateros ndo-convexos cujos veértices sdo: 0s dois pontos extremos de
um lado do tridangulo retangulo, o ponto médio do lado oposto do quadrado
que tem como base o lado do triangulo retangulo, e o centro de tal quadrado.

Figura 12 — Quadrilateros ndo-convexos inscritos nos quadrados.

5) Quadrados cujos centros coincidem com os centros dos quadrados construi-
dos sobre os lados do triangulo retangulo e suas diagonais tém como medida

%, onde d indica a medida da diagonal do quadrado basico.

EiN

Figura 13 — Quadrados com vértices nas diagonais.
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6) Quadrados cujos centros coincidem com o centro dos quadrados construidos

sobre os lados do triangulo retangulo e suas diagonais ttm como medida g

onde a indica a medida do lado do quadrado basico.

C«J/Q‘A'

§
a
H

Figura 14 — Quadrados com diagonais iguais a % do lado.

7) Quadrados inscritos nos quadrados construidos sobre os lados do triangulo
retdngulo em pontos que os dividem na mesma razdo k, como ilustra a figura

seguinte.

aj a,
a —=k
B 2 a;

Figura 15 — Quadrados dividindo o lado na mesma razdo k.

8) Triangulos inscritos nos triangulos equilateros construidos sobre os lados do

tridangulo retdngulo em pontos que os dividem na mesma razao k.
\‘ \‘ Ak
3 = a,

Figura 16 — Triangulos equiléteros dividindo o lado na razéo k.
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4.6 Extensdes ndo retilineas

Nesta secdo, vamos apresentar algumas extensdes para outros tipos de figuras,
ndo necessariamente poligonos, ou seja, figuras “ndo retilineas”, formadas por
segmentos de retas e/ou por arcos de circunferéncia (referidas as vezes como “figuras
curvilineas” ou “mistas”).

Assim como nas extensdes retilineas, em todas as situaces a seguir, é facil
verificar que o padrdo pitagorico é preservado, ou seja, a soma das areas das figuras
construidas sobre os catetos é igual a area da figura construida sobre a hipotenusa.

1) Circulos inscritos nos quadrados 2) Semicirculos com didmetro sobre o0s

lados do tridngulo.

: N
—

\
_/

Figura 17 Figura 18

Y

3) Quadrantes sobre os lados do triangulo. 4) Setores angulares sobre os lados do

triangulo retangulo.
I :; a
a\/

Figura 19 Figura 20
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5) Arcos ogivais construidos sobre os lados do 6) Exteriores aos quadrantes de circulos e

tridngulo retangulo. interiores aos quadrados.

/

-

Figura 21 Figura 22

7) Exteriores aos semicirculos e interiores aos 8) Exteriores as ogivas e interiores aos

quadrados. quadrantes de circulos.

A L
v

Figura 23 Figura 24

9) Exteriores as ogivas e interiores aos 10) Exteriores aos semicirculos e interiores

quadrados. aos quadrantes de circulos.

A
=

Figura 25 Figura 26
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11) Exteriores aos circulos e interiores aos 12) Exteriores aos triangulos e interiores as
quadrados. ogivas.

@ &
N/

Figura 27 Figura 28

13) Exteriores aos semicirculos e interiores as 14) Circulos inscritos nos tridngulos

ogivas. i
g equilateros.

Figura 29 Figura 30

15) Exteriores aos circulos e interiores aos 16) Exteriores aos quadrados e interiores

triangulos. aos circulos.

Figura 31 Figura 32
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LD

17) Exteriores aos triangulos e interiores aos 18) Exteriores aos circulos inscritos e
circulos circunscritos. interiores aos circulos circunscritos dos

quadrados.

o>

Figura 33 Figura 34

19) Exteriores aos circulos inscritos e 20) Obtidas de dois semicirculos nos
interiores aos circulos circunscritos dos guadrados.

tridngulos.

id

Figura 35 Figura 36

21) Obtidas de arcos de circunferéncias. 22) Obtidas a partir de semicircunferéncias.

) K

Figura 37 Figura 38
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5 A generalizacao de Polya

5.1 Um pouco sobre George Polya

George Polya (1887 — 1985), nasceu na Hungria e foi um brilhante matematico,
com contribui¢@es fundamentais em &reas como Analise, Combinatoria e Probabilidade.
Um de seus mais conhecidos livros, escrito em 1945, “How to Solve it”, que em
portugués recebeu o titulo “A Arte de Resolver Problemas”, ¢ um trabalho dedicado a
“investigacdo sobre a descoberta e invengdo em Matematica”. Polya nos brindou com
uma notével prova e generalizacdo do Teorema de Pitagoras: Se as figuras construidas
sobre os lados de um triangulo retangulo, independentes de sua forma geométrica,
forem semelhantes, entdo o padréo pitagorico das areas € satisfeito, isto €, a area da
figura construida sobre o hipotenusa é igual a soma das areas das figuras construidas

sobre os catetos.

5.2 A generalizacéo de Polya e o Teorema de Pitagoras

Definicéo: Duas figuras geométricas F e F’ sdo semelhantes se a cada ponto A
de F é possivel fazer uma correspondéncia a um e s6 um ponto A’ de F’, chamado
homdlogo do ponto A, de tal forma que se A e B sdo pontos quaisquer de F e A’ e B’
sdo seus pontos homologos em F’, entdo a razdo % é constante, e € denominada
razdo ou coeficiente de semelhanca da figura F para a figura &’. De modo similar ao
caso de poligonos semelhantes, dizemos que AB e A’B’ sdo segmentos (ou lados, se for

0 caso) homologos.

Figura 39 — Figuras semelhantes.
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Observacges:
1) O conceito de poligonos semelhantes é um caso particular do conceito

anterior.

2) Para o préximo resultado usamos uma generalizacdo do Lema 2 para figuras
semelhantes quaisquer, ou seja: A razdo entre as areas de duas figuras
semelhantes quaisquer estdo entre si assim como o quadrado da razdo de
semelhanca. Uma prova deste fato pode ser encontrada em Lima (1991,

p.49) usando a ideia de aproximacdes por retangulos.

A proposicdo a seguir foi enunciada e demonstrada por Polya (para melhor

compreensdo, vide Figura 40).

Proposicdo 5 (Polya): Sejam &, ¢ e # trés figuras semelhantes, construidas,
respectivamente, sobre a hipotenusa e os catetos de um tridngulo retangulo. Se os lados
(segmentos) do triangulo retangulo sdo lados homdélogos aos lados das figuras

semelhantes que os contém, entdo as areas A, A € A Satisfazem a relagéo

Ao = A + Ao (padrédo pitagorico).

Demonstracao:

Faremos a demonstracdo em duas etapas. Na primeira, mostraremos que se a
relacdo entre areas for satisfeita para uma terna particular de figuras semelhantes
construidas sobre os lados de um triangulo retangulo, entdo serd satisfeita para qualquer
outra terna de figuras semelhantes construidas sobre esses mesmos lados. Na segunda
etapa exibiremos uma terna particular de figuras semelhantes construidas sobre os lados
de um triangulo retangulo, que satisfazem a condigdo enunciada na proposicao, isto é,
sdo semelhantes e satisfazem o padréo pitagorico (relagédo entre areas), o que completara

a prova.

12 Etapa: Seja ABC um triangulo retangulo, cuja hipotenusa e catetos medem,

respectivamente, a, b e c. Sejam F, ¢ e #, trés figuras semelhantes construidas,
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respectivamente, sobre a hipotenusa e os catetos do triangulo ABC, para as quais, seja

valida a relacéo (A = A + A, vide Figura 40, a sequir.

L)

H
Figura 40 — Figuras semelhantes construidas sobre os lados do triangulo retangulo.

Se 7, ¢” e #’ sao outras trés figuras semelhantes construidas, respectiva-
mente, sobre a hipotenusa e catetos do tridngulo ABC, na mesma ordem que as
anteriores e lembrando que a razdo entre as areas de duas figuras semelhantes € igual ao
quadrado da razdo de semelhanca entre elas (observacdo anterior, item 2), podemos
escrever:

20 do_ (o dor o (o),

Aoy _ Ay doy _ Ao
A A A Ao

, 0 que nos permite concluir que

Ay _ Ay _ A
A Fo A

, cujo valor comum denotaremos por m.

Assim, 074(9.):m-04(3:), vA(g.): m-OA(g) e 04(515'): m-OA(%).
Entao,
Ay TAgen™ MAGT MAGy = MAg T Agn) = MA@y =AU

sefa, Ay Ay TAG:
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22 Etapa: Devemos mostrar que € possivel construir 3 figuras semelhantes, F,
(G e #t, sobre os lados do triangulo retangulo ABC que, de acordo com a hipétese,
satisfazem a relagdo entre areas.

Sendo D o pé da altura relativa a hipotenusa do tridngulo ABC (Figura 41), te-
mos trés tridngulos semelhantes. Podemos tomar uma copia do triangulo ABC com
sendo a figura F, do triangulo ABD como a figura (§ e do triangulo ACD como a figura

#€. Temos entdo uma terna de figuras semelhantes que satisfazem as condicdes da

proposicdo. Note que DA(G) = ,;4(@ + 04(%), pois Ascy = Asp) + Anco).

B

A C
Figura 41 — Altura relativa a hipotenusa do tridngulo retangulo.

A Figura 42, a seguir, ilustra os 3 tridngulos construidos sobre os lados do
triangulo ABC, onde A’ é a reflexdo do ponto A em relagdo a hipotenusa BC, D’ e D” sdo

as reflexdes de D, respectivamente, em relacdo aos catetos AB e AC.
AI
o

d

DI

Figura 42 — Construcdo dos trés triangulos semelhantes sobre os lados do tridngulo retangulo.

Observamos que a relacdo entre areas para triangulos semelhantes (quaisquer)

foi provada na Proposicdo 2, usando o Teorema de Pitagoras. Entretanto, para os trés
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tridngulos semelhantes considerados acima, a relacdo entre areas se verifica sem usar o
Teorema de Pitagoras. Assim, o Teorema de Pitagoras pode ser obtido como uma
consequéncia do teorema anterior, uma vez que 0s quadrados construidos sobre os
lados séo figuras semelhantes.

Uma pergunta natural é: na generalizagdo de Polya é realmente necessario que o
triangulo seja retangulo? Analisando superficialmente, tem-se a impressdo que a
extensdo se aplicaria a qualquer tipo de triangulo. Na proposic¢éo seguinte encontramos

a resposta.

Proposicdo 6: Se num tridangulo ABC, com lados de medidas X, y e z, sdo
construidos sobre os seus lados, respectivamente, figuras semelhantes, &, G e #, tal
que as suas areas satisfacam a relacéo A4 = A + A € 0s Vvértices do tridngulo
sdo pontos homdlogos das figuras que os contém, entdo o tridngulo ABC ¢é retangulo de

hipotenusa X.

Figura 43 — Figuras semelhantes sobre os lados de um triangulo qualquer.

Demonstracao:
Sendo F, (G e #t figuras semelhantes, podemos escrever:

G (y)z _2. A _ (2)2 _z
04(‘7)_ * - '/74((;)_’(2 074(3) ¢ A \x = VA(%)_xZ vA(&")
Entéo:
—_ _ y2 ZZ B y2+zz
An = Aot A = AN T Z A T G A D A0 T mAe 2
y2+Z2

=1=

— = x2=y2+2z% = X, y e z sdo respectivamente, as medidas da

hipotenusa e catetos de um tridngulo retangulo (pela reciproca do Teorema de Pitagoras,

Secéo 3.1). [ ]
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Observacoes:
1) De acordo com a Proposicédo 6, fica claro entdo, que a generalizacdo de Polya

sO se aplica mesmo a triangulos retangulos.

2) Quase todas as extensOes apresentadas anteriormente, na secdo 4, em que as
figuras possuem como um de seus lados um lado do triangulo retangulo séo,
de fato, casos particulares da generalizacdo de Polya, pois se tratavam de

figuras semelhantes.

6 A generalizacdo de Pappus

6.1 Um pouco sobre Pappus

Pappus de Alexandria (c. 290 — 350) foi um dos Gltimos grandes matematicos
gregos da antiguidade. Apesar de pouco se saber sobre a sua vida, sabe-se que ele foi
um importante pesquisador e autor de muitos textos sobre cientistas da antiga
civilizagdo grega. Pappus raramente alegou possuir ideias originais, mas tinha o olho
voltado para obras de seus predecessores. Umas das suas mais famosas obras,
“Synagoge” (340 d. C.), ou “Colecdo Matematica” ¢ uma composi¢do de oito livros,
onde sdo encontrados relatos e novas provas e temas suplementares para varias
proposi¢cdes de Arquimedes, Euclides, Apolonio e Ptolomeu. Muitos de seus estudos
foram o ponto de partida para a invencdo da Geometria Analitica por Descartes (1596 —
1650), 13 séculos depois. Curiosamente, foi Pappus que formulou a conjectura de que o
formato em hexéagono dos favos de mel € o que permite armazenar a maior quantidade
de mel com o menor gasto de cera. Também ficaram famosos os seus estudos sobre

centros de gravidade de solidos e superficies de revolucao, e sobre se¢fes conicas.

6.2 A generalizacédo de Pappus e o Teorema de Pitagoras

O resultado a sequir, foi proposto e provado por Pappus e pode ser considerado
uma generalizagdo do Teorema de Pitadgoras, uma vez que o Teorema de Pitagoras é
obtido como um caso particular dele. Surpreendentemente, tal resultado ndo exige que

o tridngulo, sobre cujos lados, constroem-se as figuras (paralelogramos), seja retangulo.
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Proposicdo 7 (Pappus): Seja ABC um triangulo (ndo necessariamente retangulo)
e sobre dois de seus lados construimos dois paralelogramos quaisquer, ABDE e ACFG,
como na Figura 44. Entdo é possivel construir sobre o outro lado desse tridngulo, um
terceiro paralelogramo, BCHI, cuja area seja igual a soma das areas dos outros dois ja

construidos.

B C
Figura 44 — Paralelogramos sobre os catetos do triangulo retangulo.

Demonstracéao:

Inicialmente, vamos proceder a construcdo do terceiro paralelogramo, seguindo
o raciocinio de Pappus, e depois, provar que a relacdo entre as areas é satisfeita.

1°) Construcéo: Sejam M a intersecgéo entre as retas suportes do lado DE e FG e

N a intersec¢do da reta MA com o lado BC, vide figura auxiliar abaixo. Sobre MaA,
consideremos o ponto P, tal que MA = NP. Sejam ( a reta passando por P e paralela a

BC, ez e 4, respectivamente, as retas passando por B e C paralelas a reta MA. Sejam I e

H, respectivamente, a intersec¢do da reta ¢ com as retas 2 e 4. O quadrilatero BCHI é o

paralelogramo, construido por Pappus, e satisfaz a relacdo proposta.

Figura 45 — Construcédo de Pappus.
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2°) Mostremos que a area do paralelogramo BCHI € igual a soma das areas dos
paralelogramos ABDE e ACFG.

Sejam Q o ponto de interseccao entre a reta 2 e DE e K 0 ponto de intersec¢éo
da reta A com FG.

Observe que o paralelogramo BNPI tem a mesma area que o paralelogramo
ABQM (Figura 45), pois tem a mesma base (AM = NP, por construgio) e tem a mesma

altura, pois estdo situados entre duas retas paralelas. Os tridngulos BDQ e AEM séo

congruentes, entdo Anepe) = Aneom), POIS Aneoe) =A@Dpo) T A®rBoE) € Aneom=
= Awpem t Anege)- L0JO, Anebe) =Aneam) = AENPi).

De modo analogo, mostramos que (Anxcre) = AcNeH)-

Desta forma, .A4aspe) + Ancre) = Aeney ToAceneH) = AEcH).-

Assim mostramos que o paralelogramo BCHI, construido sobre BC, € realmente

o0 paralelogramo que satisfaz a generalizagdo de Pappus.

Corolario (Teorema de Pitagoras): Se na Proposicdo 7 o triangulo ABC é
retdngulo e construimos quadrados sobre os catetos do triangulo (retdngulo) entdo a
construcdo de Pappus nos levara a um outro quadrado e portanto obtemos o Teorema

de Pitagoras.

Al
D 5
N
Bf c
I p H

Figura 46 — Construcdo de Pappus - Teorema de Pitagoras.
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Demonstracao:

Para concluir que o resultado de Pappus realmente se trata de uma extensdo do
Teorema de Pitdgoras, devemos mostrar que BCHI €é realmente um quadrado,
Primeiramente, vamos mostrar que NP = BC.

Observe que, por construcdo, AEMG é um retangulo e os triangulos GAM e ABC
0 congruentes. Assim, BC = AM e como, por construgdo, NP = AM, segue que

= BC.

axn

S

=
a~]

Agora vamos mostrar que o angulo BNP é reto.

De fato, observe que os angulos BAN e MAG sdo congruentes, pois 40 opostos
pelo vértice e que ABN é congruente a GMA (os tridngulos ABC e GMA s&o
congruentes). Logo, ANB é congruente a AGM, que por construcio, é reto. Como BNP e
ANB sdo suplementares, temos que BNP é reto.

Por construcdo, BI, CH e NP sdo paralelos, logo podemos concluir que o
paralelogramo BCHI €, na realidade, um quadrado. Portanto, aplicando aos trés

quadrados a relagéo garantida por Pappus, obtemos (A4 aepg)y + Aacre) = ABCH.

Observagoes:
1) Note que os paralelogramos construidos de acordo com a construcdo de
Pappus, em geral, ndo sdo semelhantes.
2) Claramente poder-se-ia construir no lado BC um paralelogramo satisfazendo
0 padrdo de 4&rea, basta considerar BC como base e altura

h = Aasepy A acre)
- BC

. Mas vale ressaltar que na demonstracdo realizada por

Pappus, conforme o costume da época, era comum as construgdes

geométricas com o uso de régua e compasso.

7 Considerac0es Finais

Tanto o Teorema de Pitagoras como suas extensdes e generalizagdes podem ser

exploradas/visualizadas utilizando o Software GeoGebra de Geometria Dindmica. Em
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Silva (2014) apresentamos uma experiéncia com alunos do Ensino Fundamental. E
interessante observar que a extensdo do Teorema de Pitdgoras € claramente observada
no Curriculo do Estado de S&o Paulo, Caderno do Professor — Vol. 4, 82 série/9° ano
(Séo Paulo, 2014).
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