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Resumo
O trabalho proposto trata-se de uma manipulagdo matematica baseada em con-
ceitos fisicos, com o objetivo de descrever o problema de estabilidade de um contro-
lador automatico de uma maquina a vapor.

Palavras Chave: Equagoes diferenciais, Campos de vetores, Retrato de fase e
Estabilidade assintética

Introducao

A maquina a vapor tem o intuito de transformar energia térmica em energia mecanica,
sendo largamente utilizada no periodo da Revolucao Industrial, a partir do final
do século XVIII. Entre outros mecanismos da mesma destaca-se o “controlador
centrifugo de Watt”, responsdvel por manter a estabilidade da méaquina contro-
lando a saida de vapor e, por consequéncia, as forcas envolvidas no trabalho da
maquina.

Através do estudo da classificacdo das equacoes diferenciais lineares no plano,
de campos de vetores para a andlise dos retratos de fases das equagoes diferenciais
que regem o problema e da estabilidade assintética em pontos de equilibrio; pode-se
concluir o trabalho matemaético sobre a maquina e chegar numa desigualdade que
fornece informacoes suficientes para controlar a estabilidade da méaquina a vapor.

A principio este mecanismo funcionava bem, fazendo com que a maquina man-
tivesse a velocidade de rotacao desejada. O estado ideal da maquina pode ser visto
como um ponto de equilibrio do sistema. Como os controladores faziam o sistema
voltar ao estado ideal quando houvesse pequenas perturbagoes, tal estado podia ser
visto como um ponto de equilibrio estavel.

Com o avango da tecnologia houve uma melhoria nos materiais utilizados nos
controladores. Paradoxalmente, esta melhoria acarretou no mau funcionamento
dos mesmos. Maxwell em [7] e Vichégnadski em [9], apresentaram explicagoes e
consequentemente solucoes para tal perda de estabilidade.

A seguir descrevemos a explica¢do dada por Vichégnadski em [9], recompilada
por Doering e Lopes em [4].

A figura abaixo esquematiza a maquina a vapor utilizada no século XVIII.

*Trabalho de Iniciacao cientifica

"Email: rodrigo-mendes-alves@hotmail.com. Curso de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de
Uberlandia

tEmail: jvenatos@famat.ufu.br. Faculdade de Matematica, Universidade Federal de Uberlandia



Controlador
Centrifugo

Liberador
de
Pressao

Caldeira

Figura 1: Maquina a vapor

A producao de energia da maquina a vapor comeca com o aquecimento de dgua,
que forma o vapor d’dgua que exerce pressao sobre um mecanismo de transmissao
que, por sua vez, poe um eixo em movimento. A rotagao desse eixo servia a véarios
fins industriais e tinha sua velocidade controlada pela quantidade de vapor que era
aplicada ao mecanismo. O eixo é dotado de um disco de inércia J o qual, posto em
movimento pela for¢ga do vapor realiza um trabalho 1til de acordo com a Segunda
Lei de Newton para os momentos:

P —F=JdJ.

O momento P; refere-se ao momento produzido pela forca de vapor no disco, e
o momento F' refere-se a0 momento da forga de resisténcia a rotagdao. O objetivo é
fazer o sistema atingir rapidamente uma velocidade estacionaria wg, mas ao mesmo
tempo conseguir manter essa velocidade, com mais entrada de vapor, sempre que a
forca de resisténcia aumentar.

Na secao 2 descrevemos o mecanismo de controle da pressao na maquina, assim
como sua modelagem matematica a partir de um sistema de equacoes nao lineares
proposto por Vichégnadski em [9]. Na sec@o 2 apresentamos os principais conceitos e
resultados da teoria qualitativa de equagoes diferenciais que sao aplicados no sistema
do controlador. Na segao 4 aplicaremos a teoria descrita na secao 3 para estudar a
estabilidade do controlador. Por fim, na tdltima secao é apresentada uma discussao
dos possiveis motivos causadores da perda de estabilidade do sistema.

1 Modelagem do controlador de Watt

O foco deste trabalho estd na modelagem matematica do regulador e na solugao do
problema de estabilidade do mesmo. Analisando as forcas que atuam no regulador,
encontra-se o diagrama:



Figura 2: Diagrama de forgas do controlador de Watt

Verticalmente, a Unica varidvel é o angulo ¢ entre o eixo vertical e as hastes,
conforme Figura 2. Supondo unitédrio, para simplificar, o comprimento das hastes,
vemos que, como no caso de um péndulo, a forca mg da gravidade impGe uma
componente tangencial —mg sen ¢. Também temos uma forga de atrito no sistema,
principalmente nas hastes; supondo pequenas variagoes, podemos considerar o atrito
proporcional & velocidade vertical das esferas, ou seja, dado por —b¢’. Finalmente,
temos o movimento horizontal circular das esferas do regulador, de velocidade angu-
lar 6, imposto pela rotagao do eixo vertical. A forca centrifuga da rotagao horizontal
é dada por Fen: = mw?r, sendo r a distancia da bola até a haste, considerando que
r é a projecdo Isen ¢, onde [ é unitdrio, temos que Fie,; = mf?sen ¢, com compo-
nente tangencial m#? sen ¢ cos ¢. Sabe-se que a forca tangencial muda o médulo da
velocidade do corpo, portanto é necessario a analise das forcas nesta direcao dada
pela segunda Lei de Newton:

me” = mb? sen ¢ cos  — mgsen ¢ — be'.

Vejamos a equagao diferencial do disco de inércia J. Para cada angulo ¢ de
abertura das hastes do regulador temos uma posicao do mancal, que varia com
cos ¢, produzindo um momento de forca de acdo do vapor proporcional, dado por
P = kcos¢. Assim, a equacao diferencial do eixo de inércia é

Juw' =kcos¢p — F,

onde F' ¢é a forga de resisténcia a rotagao.

Introduzindo a varidvel 1) = ¢’ e usando a relacao 6 = nw entre o regulador e a
maquina a vapor, onde n é o coeficiente de transmissdao da engrenagem, resulta o
sistema

=19
Y = nw?sen pcosp — gsen ¢ — %1#, (1.0.1)
! k

_ F
W= Scosp—



associado ao campo vetorial

b  k F
X — 2 2 o v ~ 4
(6,1,w) = (1, 1% sen G056 — gsend — -, = cos o — )
definido em R3.

Pelas caracteristicas do sistema, basta considerar X definido no aberto 2 =
(0,7/2) x R x (0,00), onde cos ¢ > 0, sen¢ > 0 e w > 0, de modo que (¢, ¥, w) é um
ponto de equilibrio do campo vetorial X, isto é, X (¢,1,w) = (0,0,0) se, e somente
se,

kcosp =F

Y =0, (1.0.2)
nw?cosp =g

Denotando por (¢g,0,wp) a inica solucao deste sistema, temos que tal solugao
é 0 unico ponto de equilibrio do campo X no aberto {2, ou seja, o estado ideal do
sistema. A partir das equagdes (1.0.2) temos que Fn?w3 = kg =constante. Assim,
para cada forca de resisténcia F' dada, existe uma solucao estaciondria do sistema
(1.0.1), com angulo ¢q estacionario (¢ =1 = 0) e velocidade angular wy > 0.

Na préxima secao é apresentada a teoria necessaria para o estudo da estabilidade
do estado ideal.

2 Base tedrica

Um campo vetorial X de classe C' num subconjunto 2 aberto do R, é uma aplicacio
de classe C! que a cada ponto p de € associa um vetor X(p) em R™. Ao campo
vetorial X estd associada a equacao diferencial

' = X(z), (2.0.3)

e vice-versa.

Seja I um intervalo aberto da reta R contendo o zero. Dizemos que uma funcao
v : I = Q, de classe C', é uma solucdo ou trajetéria do campo vetorial X se
v'(t) = X(y(t)), para todo t € I. Para simplificar a notacao, identificamos a
solugao « com sua imagem orientada, a qual denominamos ¢rbita de X, definida
em I(v). Uma fungao « : I — U chama-se solugdo mdzrima se para toda trajetéria
n:J —Utal que I £ J e~y =n|; entdo J = I e consequentemente v = 7. Neste
caso I chama-se intervalo maximal. O conjunto aberto €2, munido da decomposicao
em Orbitas (imagens orientadas das solugdes maximais) de X é chamado retrato de
fase de X.

O seguinte teorema da teoria classica de equacoes diferencias estabelece, além
da existéncia e unicidade de solugdes da equagao (2.0.3), a existéncia de um fluxo
de classe C' associado ao campo X : Q@ — R™

Teorema 1 Seja X : 2 — R”.
1. Para cada p € Q existe um intervalo mazimal I(v,) onde estd definida a tinica
solugdo vy, da equacao (2.0.3) tal que v,(0) = p.
2. Se q =,(t) para algum t € 1(7,), entdo I(yy) = I(yp) —t ={r—t; r € I(7p)}
e vq(8) = yp(t + s) para todo s € 1(~y,).

3. O conjunto A = {(t,p); p € Q, t € I(v,)} € aberto em R"™! e a aplicagdo
¢ : A — U dada por p(t,p) = y,(t) € de classe C1.



Dem.: Veja [4, 6, 10].

A aplicagio ¢ : A — Q é chamada fluxo gerado por X.

Dizemos que p €  é um ponto singular ou ponto de equilibrio de X se X (p) = O,
caso contrario dizemos que p é um ponto reqular de X. Uma trajetéria v é dita
periddica se estd definida em R e existe um real 7 > 0 tal que v(¢ + 7) = (t) para
todo t € R.

Um ponto singular p de um campo vetorial X : Q — R™ é hiperbdlico se os
autovalores (complexos) da derivada DX, tém parte real nao nula. Neste caso, o
numero de autovalores de DX, que tém parte real negativa serd chamado de 7ndice
de estabilidade de X em p. Um ponto singular p é do tipo sela hiperbolica se seu
indice de estabilidade é maior do que zero e menor que n. Denotando por ¢; o fluxo
associado ao campo vetorial X, dizemos que um ponto de equilibrio p de X é estdvel
se, para qualquer vizinhanca U C R" de p, existe uma vizinhanca W C R" de p tal
que W C QNU e ¢i(q) € U, para todo ¢ € W e t > 0. Um ponto de equilibrio
p € dito assintoticamente estdvel se ele for estavel e tlgglo ©t(q) = p, para qualquer

qeW.

Dados dois campos vetoriais X1 e X9 definidos nos abertos €21 e {2o. Dizemos que
X1 é topologicamente equivalente a Xo se existir um homeomorfismo A : 7 — Qo
que leva oOrbita de X7 em 6rbita de X9 preservando orientacao. Mais precisamente,
sejam p € Q; e y1(p) a dérbita orientada de X; passando por p, entao h(vyi(p)) é
a Orbita orientada 2(h(p)) de Xo passando por h(p). Tal nocao estabelece uma
relacdo de equivaléncia entre campos vetoriais definidos em abertos de R"™.

O proximo resultado estabelece a equivaléncia topolégica local entre dois campos
em vizinhancas de pontos singulares hiperbdlicos com o mesmo indice de estabili-
dade:

Teorema 2 (Hartman-Grobman) Seja 2 um aberto de R™, dado um campo ve-
torial X : Q — R™ com um ponto singular hiperbdlico p. Existem vizinhancas V de
peW de O em R" tais que X|y € topologicamente equivalente a DXp|yw .

Dem.: Veja [10, 6].

Este resultado aliado & classificacao dos sistemas de equagoes ordinarias lineares
fornece um entendimento local em torno de pontos de equilibrio hiperbdlicos, em
particular permite estudar a estabilidade e estabilidade assintética de tais pontos.
Com efeito, dado um ponto de equilibrio p do campo vetorial X : @ — R", a fim
de que ele seja assintoticamente estdvel basta garantir que a aplicacao linear DX,
tenha todos autovalores com parte real negativa.

Uma ferramenta prética e eficaz no estudo do sinal da parte real das raizes de um
polinémio é dada pelo critério de Hurwitz ([5]), o qual passamos a descrever sucinta-
mente. Uma apresentacao mais completa deste critério inclusive sua demonstracao
e algumas aplicagoes em estabilidade de sistemas dindAmicos podem ser encontradas
em [7] e [11].

Seja p(A) = ap A" + ...+ a1 A+ ap um polindmio com coeficientes reais positivos.
Para k = 1,...,n, considere os seguintes determinantes cujas matrizes associadas
sao conhecidas como matrizes de Hurwitz:

Ap—1 Qp 0 .. 0
Ap—-3 Apn—2 ap—-1 ... 0
Ap—1 an, n n n
Alzlan—1|7 AQZ gy Ak: . . . . 5
anp—-3 ap—2 . . . o :
a1—n G2-n A3—p ... An_k



onde estamos supondo que a; = 0 para j < 0.

Teorema 3 (Critério de Hurwitz [5]) Sejama; € R, a; > 0parai=0,1,2,...,n,
e o polinomio
P(A) = ap\" + ...+ a1\ + ap.

Entao, todas as raizes de p(\) tém parte real negativa se, e somente se, A > 0 para
k=1,2,...,n.

Dem.: Veja [5, 7, 11].

Exemplo 4 Considere o polindmio
ot + 523 + 822 + Tz + 3.

Note que todos os coeficientes sao positivos. Verifiquemos se Ay > 0 para k =
1,2,3,4:

- 5 10
A1:|5|:5,A2:’7 8‘:33,A3: 7 8 5|=156¢
03 7
510 0
78 5 1
Ai=| o 5 2 g |= 468
000 3

Logo, pelo Critério de Hurwitz, todas as raizes do polinomio acima tém parte real
negativa. O que esta de acordo com o esperado, uma vez que o polindmio em questao
foi obtido a partir da fatoragio (z +1)(z +3)(z + 5 + ?z)(m +1- gz) e portanto

suas raizes —1, —3, —% + @z tém todas parte real negativa.

3 Aplicacao

Voltamos agora ao estudo do sistema (1.0.1), mais especificamente do seu ponto de
equilibrio (¢g, 0,wp) calculado em (3.0.4).

Por um lado, o Teorema de Hartman-Grobman, identifica o comportamento do
campo nao linear X, numa vizinhanga do ponto de equilibrio (¢g,0,wpy), com o
comportamento do campo linear definido pela aplicagdo derivada:

0 1 0
DX (¢0,0,w0) = | n2wdcos2py —gcosgy —b/m 2n%wgsen ¢ cos ¢
% sen ¢y 0 0

(3.0.4)

Observagao 5 Para garantir a estabilidade assintética de (¢o,0,wp), e portanto a
estabilidade do sistema mdquina-requlador, basta analisar os parametros ajustdaveis
da maquina e do regqulador para que induzam autovalores de DX (¢, 0,wp) com parte
real negativa.

Para isto, considere o polinémio caracteristico de (3.0.4):

A —1 0
p(A) = det(AM—DX) = | —n’wicos2pg +gcosgg A+b/m —2n’wysenggcosdy |,
%sen oo 0 A

6



ou seja,
3 2 2 2 k o 2
p(A) = A2+ (b/m)A* + (—n“w{ cos 2¢g + g cos (ﬁo))\—l—an wp sen” ¢g cos ¢o. (3.0.5)

Para estudar o sinal da parte real das raizes deste polindmio vamos aplicar a
seguinte proposicao que é uma consequéncia do Critério de Hurwitz enunciado no
Teorema 3:

Proposi¢do 6 Se az > 0, a; > 0, ag > 0, entio as raizes de p(A\)=\> + as\® +
a1\ + ag tém todas parte real negativa se, e somente se, aza; > ag.

Dem.: Sendo as > 0, a; > 0 e ag > 0. Calculando os determinantes Aj para
k =1,2,3, associados a polinémio p(\) obtemos:

as 1
Ay =laz| = a2, Ap= = asa; — ap,
ap a1
a9 1 0
Ag =\ ay a1 az | = ao(a2a1 — ao).
0 0 ag

Assim, fica claro que A > 0 para k = 1,2, 3 se, e somente se, asa; > ag. Por-
tanto, pelo Teorema 3 [Critério de Hurwitz], todas as raizes de p(\) tém parte real
negativa se, e somente se, aga; > ag. O

No intuito de aplicar a Proposi¢cdo 6 no polindémio caracteristico (3.0.5) serd
verificado, inicialmente, se seus coeficientes

2

k
ap=b/m, ay=(-n wg cos2¢g + gcosdg) e ag = ansz sen? ¢ cos ¢y,

sao positivos:
b>0m>0=a9>0 e

a1 = (—n2w(2) cos 2¢0 + g cos ¢g) > 0 < gcos ¢y > n2w§ cos 2¢y.

Sabendo que
n*wt = g/cosgy (3.0.6)

temos,

a1 > 0 cos’dy > cos2dy < cos*dy > cos’pg — sendy < sen? ¢g > 0,

o que é satisfeito, pois 0 < ¢g < 7/2. Tal restricao no argumento ¢y e o fato das
constantes wq, k, J e n serem positivos fornecem também:

k
ag = 23n2w0 sen® ¢p cos ¢y > 0.

Finalmente, aplicando a condicao asa; > ag, da Proposicao 6, nos coeficientes do
polinémio caracteristico (3.0.5) serd obtida uma condigdo equivalente relacionada
aos parametros do sistema (1.0.1):

k
(b/m)(—n2wd cos 2¢¢ + g cos ¢g) > 2jn2w0 sen? ¢ cos ¢

k
—n2w(2) cos 2¢g + g cos ¢g > 2£n2w0 sen’ Po €cos ¢g



Aplicando novamente a igualdade (3.0.6) segue que:

2

k
-n wg cos 2¢ + g cos ¢g > 2 " sen? o0

Jbwg

kmg

J wa

2

-n w% €os 2¢9 + g cos ¢g > 2 (— cos 2¢g 4 cos? d)o)

2 k 2
_ang cos 2¢¢ + J > 2 g (— cos 2¢g + 24)
n*w

n2w? Jbwg 0
1 km 1
3 (—n4w§ cos 2¢g + 92) > 2ngon4w4 (—n4w§ cos 2¢g + gz)
0 0
kmg
2 2
2

n-wy > wao
bJ 2kg
pon > R (3.0.7)

Da Proposigao 6 e do raciocinio acima, as raizes de (3.0.5) tém todas parte
real negativa se, e somente se, (3.0.7) for satisfeita. Assim, pela Observagao 5,
esta desigualdade é condicao necessaria e suficiente para que o ponto de equilibrio
(0,0, wp) seja assintéticamente estavel e portanto para que a méquina a vapor
permaneca estavel.

4 Conclusao

Para garantir a estabilidade do sistema ma&aquina-regulador, ajustes dos materiais
utilizados na construcao da maquina e nas dimensoes das partes que a compoem
sao essenciais. Naquela época, meados do século XIX, em plena revolugao industrial
nao eram raras as seguintes acoes:

e Redugao do atrito b entre as hastes devida ao aperfeicoamento tecnolégico de
materiais.

e Aumento da massa m das bolas a fim de obter maior poténcia da maquina a
vapor.

e Diminuicao do momento angular para aumentar a velocidade angular w do
eixo da méquina.

Note que estas medidas diminuem o membro esquerdo da desigualdade (3.0.7) o
que acarretava muitas vezes na perda de estabilidade da maquina a vapor naquela
época. A partir de um desenvolvimento matemaético andlogo ao apresentado neste
trabalho, o engenheiro russo Vichégnadski propos as seguintes medidas para que a
maquina funcionasse perfeitamente:

e Aumentar o coeficiente de atrito das hastes.
e Aumentar o coeficiente de transmissao n.

e Diminuir o fator de proporcionalidade k da ligagao do regulador com a valvula.
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