Os Cédigos Controle da Paridade C'P,(n) obtidos por
restricao de um Codigo de Goppa Racional

Jaime Edmundo Apaza Rodriguez *
Departamento de Matematica, UNESP, Ilha Solteira

18 de outubro de 2012

Resumo

Os Cédigos Controle da Paridade surgiram como um exemplo de uma familia de
cédigos detectores de um erro simples. Seu nome provém de um cédigo binario que
acrescentava um simbolo extra para que o numero de 1’s fosse par. Em 1977, V.
D. Goppa introduziu uma nova forma de construir codigos lineares usando curvas
algébricas definidas sobre corpos finitos. Esses c6digos sao chamados de Cdédigos
Geometricos de Goppa. Neste trabalho usamos algumas das idéias de Goppa para
construir uma certa classe de Cédigos de Controle da Paridade C'P,(n) sobre o corpo
F,. Construimos o Cédigo de Controle da Paridade C'P;(n) como restricao de um
Cédigo de Goppa Racional. No processo de construcao sao considerados dois casos,
dependendo de se o comprimento n do cédigo é divisivel ou nao pela caracteristica
do corpo finito F,.

Palavras Chave: Cédigos Lineares, Corpo Finito, Curva Algébrica nao-singular,
Cédigos Geométricos de Goppa, Teorema de Riemann-Roch.

1 Introducao

Os Cddigos Controle da Paridade surgiram no século passado como exemplo de uma
familia de cédigos detectores de um erro simples. Seu nome provém de um cédigo
bindrio que acrescentava um simbolo extra para que o nimero de 1’s fosse par.

Os Cddigos Controle da Paridade sao utilizados pelo fato de usar um nimero
minimo de simbolos de redundancia, o que reduz custos de implementacao e deco-
dificacao em sistemas de erro simples.

Os codigos de Goppa ilustram uma construgao pratica para familias de bons
codigos que ultrapassam determinadas cotas assintéticas conhecidas, mostrando ser
uma boa alternativa no futuro das comunicacées moveis.

O processo de construgao dos Cddigos de Controle da Paridade C'P;(n), usando
Cédigos de Goppa, permite colocar esta importante classe de codigos algébricos
classicos no contexto da teoria moderna de cédigos, pois eles tem se mostrado ser
eficientes.

A Teoria de Cédigos Detectores e Corretores de Erros teve suas origens em 1948
com os trabalhos de C. E. Shannon, R. Hamming, M. Golay e outros. No inicio
estes codigos foram criados usando unicamente conceitos da Algebra e Teoria dos
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Ntumeros. Posteriormente, em 1977, V. D. Goppa introduziu uma nova forma de
construir cédigos lineares usando Curvas Algébricas definidas sobre corpos finitos,
hoje conhecidos como os Cddigos Geometricos de Goppa.

Neste trabalho usamos algumas das idéias de Goppa para construir os Codigos
de Controle da Paridade C'P;(n), usando a técnica de restricdo de um cédigo linear
(Cédigo de Goppa Racional). Em geral, se C' é um cddigo linear definido sobre um
corpo finito Fy, a restricao de C' a F, ¢ dada por Clg, = C NIFy. Apresentamos aqui
dois casos concretos e exibimos um exemplo em cada caso.

2 Cobdigos de Goppa

Faremos um breve resumo de conceitos e resultados sobre Curvas Algébricas e Cor-
pos de Fungoes Algébricas. Neste contexto apresentamos um classico resultado
da Geometria Algébrica, o Teorema de Riemann-Roch, o qual permite estimar os
parametros para os Cédigos de Goppa.

Seja F' um corpo extensao de um corpo K e se denota por F/K. A Teoria de
Corpos de Fungoes Algébricas garante que se F'//K é um corpo de fungoes de uma
varidvel, entao existe uma curva projetiva nao-singular X (dnica salvo isomorfismo)
cujo corpo de fungoes K (X) é isomorfo a F. Este isomorfismo permite ”traduzir”
definigoes e resultados dos corpos de fungoes algébricas para curvas algébricas e
vice-versa.

Agora, considere uma curva algébrica nao-singular X, definida sobre o corpo
finito F; e seja F'(X) seu corpo de fungoes (sobre Fy) associado. Sejam Py, --- , P,
lugares distintos de grau 1 em F/F, (equivalentemente, P, - - - , P, pontos racionais
da curva). Considere o divisor (soma formal de lugares ou pontos da curva)

D= znjpi
i=1

e seja G qualquer outro divisor de F'/F, tal que P; ¢ supp(G), paratodoi=1,--- ,n
(ou seja supp(G) N supp(D) = 0). O cbdigo geométrico de Goppa, associado aos
divisores D e G, estd definido por

Ce(D,G) ={(z(P1), - 2(P)) 1z € LIG)} C F,
sendo £(G) um espago vetorial (espago de fungoes algébricas) dado por

L(G) ={z € F/F,; — {0} : div(z) + G > 0} U {0},

onde div(z) é o divisor (principal) associado a funcao (algébrica) x. O espaco L(G)
é finito dimensional sobre Fy e a sua dimensao denota-se por ¢(G). Por definicao
temos que dim(G) = dim L(G).

Observagao 2.1 Para um lugar P de grau 1 e um elemento x € F, comvp(z) > 0,
temos que x(P) € o valor de x em P (ou seja, x(P) € Fy e vp(z — x(P)) > 0). vp
€ dita a valoracdo de F' no lugar P.

Considerando a aplicagao
¢: L(G) — Fy, dada por ¢(z) = (2(Pr1),2(P),- - ,x(FPn)),

observamos que a imagem de ¢ é um subespaco vetorial de Fy. Este subespago é
precisamente o Cddigo Geométrico de Goppa. Dado que a aplicacao ¢ é Fy-linear e
Cr(D,G) = ¢(L(G)), temos que Cr(D,G) é um g-ario cédigo linear.
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Um importante resultado da Geometria Algébrica é o Teorema de Riemann-
Roch, que apresentamos a seguir para o caso especifico do corpo de fungoes F/F,.

W é dito divisor canonico se deg(W) =29 —2 e dim(W) = dim L(W) = g,
onde g é o género do corpo F'/IF, (o género g é um invariante do corpo de fungoes
F/F, ou da curva algébrica associada X).

Teorema 2.1 (Riemann-Roch) Seja W um divisor candnico de F/F,. Entdo, para
qualquer divisor A, temos que

dim(A) = deg(A) + 1 — g + dim(W — A).

Pelo teorema de Riemann-Roch, para o divisor G da definicao de Cédigo Geométrico
de Goppa temos
U(G) = deg(G) +1—g,

e a igualdade vale se deg(G) > 2g — 1.

O teorema de Riemann-Roch permite estimar os parametros para os Cddigos
Geométricos de Goppa.

Teorema 2.2 Sejam F/F, um corpo de funcioes algébricas de género g, e D C
F(F,) (F(Fy) € o conjunto de lugares de grau 1), com |D| = n (cardinalidade de
D). Seja G um divisor com g < deg(G) < n e supp(G) N D = 0. Entao Cr(D,Q)
¢ um [n, k,d]-cédigo linear sobre Fy satisfazendo:

k> deg(G) —g+1, d>n—deg(G).

Mais ainda, se deg(G) > 2g — 1, entdo k = deg(G) — g + 1.

Se n é muito mais grande do que deg(G), entao ¢ é um mergulho em Fy e a
dimensao k de Cz(D,G) é igual a ¢(G).

Um cddigo de Goppa associado aos divisores do corpo de fungoes algébricas
F,(z)/F, é chamado de Cddigo de Goppa Racional, onde z é um elemento transcen-
dente de IF;. De maneira mais formal, considere um divisor D = Py + Py +-- -+ P,
onde os P; sao lugares de grau 1 (pontos racionais da curva correspondente), e um
outro divisor E, de grau positivo, tal que supp(E) N supp(D) = 0. Seja f uma
funcao racional no corpo das fungoes racionais F,(z). Para cada f € L(E) — {0}
temos que f(P;) esta bem definido e é um elemento do corpo F,.

Por meio do divisor D, a funcao avaliagao ¢ : L(E) — F,, dada por ¢(f) =
(f(P1),--, f(Pn)), é linear sobre F, e sua imagem ¢é o subespago linear de Fy, dado
por

C(D,E) ={(f(P1),---, [(Pn)) : f € L(E)}.

Portanto, C'(D, E') é um cédigo linear, chamado Cddigo de Goppa Racional associ-
ado aos divisores D e F.

Os Cédigos de Goppa (cléssicos) foram introduzidos por meio de relagoes po-
linomiais, generalizando os Cédigos BCH (Bose-Chauhuri-Hocquenghem) (c6digos
ciclicos junto a um conjunto conveniente de raizes n-ésimas da unidade e com uma
cota inferior minima).



3 Cobdigos Controle da Paridade

Um cédigo linear C' ¢ um subespago vetorial do espaco K", sendo K = F, um corpo
finito de cardinalidade ¢ e n € N. Consideremos o corpo finito IF, como sendo o
alfabeto do cédigo C.

Todo cédigo linear C' possui trés parametros fundamentais, n,m e d, sendo n
seu comprimento, m sua dimensao e d sua distancia minima. Assim, dizemos que
C é um [n,m, d]-cédigo.

O Cédigo de Controle da Paridade, C'Py(n) é um subespaco vetorial de Fy,
obtido ao acrescentar a cada elemento do espago Fg_l uma ultima componente, de
modo que a soma de todas as entradas seja zero em F,. Formalmente, CFP,(n) é
dado por

n

CPy(n) ={(c1,+ ,en) : (c1,- sen1) €FF 71 Y ey =0},

i=1
e é um [n,n — 1,2]-cédigo g-ario. Isto significa que C'P;(n) é um cédigo de compri-
mento n, dimensao n — 1 e distancia minima 2 e, portanto, trata-se de um cédigo

detector de um erro simples.

O Cédigo de Controle da Paridade C'P,(n) serd obtido como a restricdo de um
Cédigo de Goppa Racional. Serao considerados dois casos, dependendo de se o
comprimento n do cédigo ¢ divisivel ou nao pela caracteristica do corpo finito [Fy.

Teorema 3.1 Se char(Fy) { n, entdo Cr(D,G)lp, = CPy(n).

Prova: Seja m um inteiro tal que n|¢™ ™! e seja B € Fym uma n-ésima raiz

primitiva da unidade. Consideremos o corpo de fungoes racionais Fgm(2)/Fgm e

denotemos por P, os zeros da funcao z — 8L, parai=1.--- .n. Também conside-
1 ) ) bl

remos os divisores

n
G=(Mn-1)Psx-Py ¢ D=> P,
=1

onde Py é o lugar zero e Py, o lugar infinito de z em Fgm (z)/Fgm.

Dado que deg(G) = n — 2, o Teorema de Riemann-Roch garante que dim(G) =

n — 1. Assim o conjunto {z,z2,---,2""!} é uma base para o espago L(G). Agora
considere a aplicacao avaliacdo ¢ da secao anterior. Para cada j = 1,---,n — 1,
temos que

¢(Zj) = (17/6j) ) (5n71)j)7
e como [ é uma n-ésima raiz primitiva da unidade, obtemos
n—1
S (8 =0,
i=0

ou seja, a soma das componentes é igual a zero em [F,. Logo, todo elemento z € L(G)

é da forma
n—1
T = Z akzk,
k=1



com ay € Fym, para k =1,--- ,n — 1. Portanto

¢(x) = (x(Pl)vx(P2)7"'7x(Pn))

_ <Zakz (Py), Zakz (Py), Zakz )

n—1
= <Z ag, Zakﬁk ,Zak(ﬂnl)k> .
k=1 k=1

Em consequéncia temos que Cr(D, G) = CPym(n), pois

n—1 n—1 — _
St St = S (S <o
k=1 k=1 k=1
e os vetores v; = (1,87,---,(B"%)7), para j = 1,2,--- ,n, formam uma base

para o espagco FZE . Assim resulta que

Cc(D,G)|r, = CPy(n).

Teorema 3.2 Se char(F,)|n, entdo Cr(D,G)|r, = CPy(n).

Prova: De maneira similar, seja m um inteiro tal que (n — 1)|¢™™ 1 e B &€ Fym
uma (n— 1)-ésima raiz primitiva da unidade. Considere o corpo de fungdes racionais
Fym(2)/Fym e denotemos por P; os zeros da funcio z — 8!, parai=1,--- ,n—1
e por P, := Py o zero de z.

Consideremos os divisores

n—1
G=(m—-2)Px ¢ D=> P
=1

no corpo de fungodes racionais Fym (z)/Fqm, como no caso 1.

Como deg(G) = n—2, entdao dim(G) = n—1, e portanto o conjunto {1, z, 22, - -+ , 2" 2}

é uma base para o espaco L£(G). Alem disso, temos que
¢(1) = (Lla"' 71) € d)(zj) = (1’53"”_ 7(Bn_2)j70)'

Entdo é claro que a soma das componentes de ¢(1) e ¢(27), paraj =1,2,--- ,n—2,
¢ igual a zero em [F,. Desta forma, como no caso anterior, obtemos

Ce(D,G)ls, = CPy(n).

4 Aplicacgoes

1) O cédigo CP,(3):

Dado que 2 1 3, seja 8 € Fy uma raiz primitiva terceira da unidade. Considere
o corpo de funcdes racionais Fy(z)/Fs. Dado que Fy = {0,1, 3, 3%}, denotemos



os lugares de grau 1, em Fy(z)/F4, por Py, Pi, Pg, Pg2 e Ps. Agora considere os
divisores
D=P +P3+Pp ¢ G=2Py— P,

em Fy(2)/Fy. Assim temos que {z, 22} é uma base para o espaco L(G). Segue que,
dos 16 elementos de £(G), os tnicos cuja imagem a respeito de ¢ estao em F3 sdo

{0, 2+ 2%, Bz + B%2%, B2z + B2}

Desta forma, sua imagem ¢é exatamente {(0,0,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1)}. Assim
obtemos que
CL(D,G)hFQ = CP,(3).

2) O cédigo CP(4):

Dado que 2|4, considere 8 € F4 e o corpo de fungdes racionais Fy(z)/Fy, como
no caso anterior. Agora considere os divisores

D:P1+P5+Pﬁ2+Po e G=2P,,

em Fy(z)/Fy. Assim temos que {1,z, 2%} é uma base para o espaco L(G). Segue
que os Unicos elementos, cuja imagem a respeito de ¢ estao em IF“Q1 e suas respectivas
imagens, sao:

0 (0,0,0,0)

1 (1,1,1,1)

24+ 22 (0,1,1,0)

Bz + (%22 (1,1,0,0)
B2z + B2* (1,0,1,0)
z2+22+1 (1,0,0,1)
Bz+ %2 +1 || (0,0,1,1)
B2z +B22+1 1 (0,1,0,1)

Obtemos assim Cr(D, G)|p, = CP2(4).
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