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Resumo

O propodsito deste trabalho foi o estudo de modelagem matemaética e resolugao
numérica utilizando modelos de compartimentos. Realizou-se medidas de concen-
tracao de substancias em um dado sistema fisico fazendo uso de equacoes diferenciais
de ordem fraciondria. Os resultados numéricos foram obtidos através da imple-
mentagao das equagoes modelo considerando um sistema de dois compartimentos.
Uma comparacao entre as solugdes numeérica e analitica foi efetuada. Evidenciou-se
o decaimento da concentracao da substancia ao longo do tempo em ambos compar-
timentos.

Palavras Chave: Equacoes diferenciais de ordem fracionaria, distribuicao da con-
centracao, solucao analitica.

1 Introducao

Na literatura pode-se encontrar vérias definigoes alternativas sobre derivadas de or-
dem fracional. Conforme em [9], serdo consideradas as defini¢oes de Caputo e de
Griinwald-Letnikov. Pela definicdo de Caputo para derivadas de ordem fraciondrias,
tem-se:
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sendo n — 1 < a < n a ordem fraciondria. Pela definicdo de Griinwald-Letnikov,
tem-se que:
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em que [k] é a parte inteira de k = %, com a e t sendo os limites reais do oper-

ador ,D{*; h é o passo-no-tempo; A seguinte expressao para o calculo do coeficiente
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binomial ¢ = (—1)7 < (; >, j=0,1,..., pode ser utilizada:
1+«
¢ = (1= =), (1.0.3)
assumindo c§ = 1. A solucao geral numérica da equacao diferencial fracionaria
oD = f(y(t),t) é dada por:
k
y(te) = Fy(te), ti)h® = Sylti—y) k=1, ... (1.0.4)
j=1

Na proxima secao é descrita a modelagem para a obtencao dos resultados numéricos
da distribuicao da concentracao em um sistema de compartimentos.

2 Metodologia

O esquema do modelo de dois compartimentos [4, 9, 7, 10] utilizado neste trabalho
é ilustrado na Figura (1).
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Figura 1: Modelo de dois compartimentos.

Pelo método de solugao geral descrito pela Equagao (1.0.4), obtém-se o seguinte
modelo numérico para o sistema de compartimentos anterior, Figura (1):

k
a(te) = (—Kaqi(tg—1))h + cho-‘lql(tk_j) (2.0.5)
Jj=v
k
@(ty) = (Kaq(tr) — Ko2gz(tk-1))h™ + ch@qz(tk_j) (2.0.6)

onde Ko1 e K9 sdo as taxas de transferéncias do compartimento 1 para o 2 e de 2
para o exterior, respectivamente; vy = ag = o é a ordem fracionaria.

O algoritmo para o cédlculo da concentragdo de uma substancia ao longo do
tempo em 1 e 2 segue 0s passos:

e Passo 1: Entrada dos parametros «, Ko1, Koz e d mg/L; Prescrigao das
condigoes iniciais d; = 100 mg/L (dose inicial), Kop3 = K12 =0, ¢1(tg) = d; e
q2(to) = 0;

e Passo 2: Célculo dos coeficientes binomiais pela Equacao (1.0.3);



e Passo 3: Calculos de ¢;(tr) e g2(tx) utilizando as Equagoes (2.0.5) e (2.0.6);
Finalmente,

e Passo 4: Obtegao das concentracoes C] e Ca:
Ci=q/v (2.0.7)
CQ == QQ/’U (2.0.8)

sendo v = d;/d o volume dos compartimentos.

3 Resultados

Os resultados numéricos foram obtidos implementando-se o algoritmo descrito na
secao anterior no programa MatLab. A Tabela 1 mostra os parametros utilizados
para os testes numeéricos.

Tabela 1: Parametros.
Teste o Ky Ky d(mg/L)

1 093 2.89 274  30.17
2 0.60 0.90 1.68  35.00
3 1.00 0.34 0.37 4.00

Os gréficos abaixo mostram as concentragoes nos compartimentos utilizando os
parametros da Tabela 1
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—— Compartimento 2
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Figura 2: Teste 1: Decaimento da concentragao nos compatimentos 1 e 2.

O Teste 1 evidencia o decaimento da concentragdao da substancia em ambos
os compartimentos ao longo do tempo, conforme pode ser visto na Figura (2).
Essa substancia é transferida de 1 para 2 com taxa Ks1. Observa-se niveis de
concentracao distintos em cada compartimento, sendo mais elevada em 1, onde a
dose inicial injetada. Além disso, é possivel notar o comportamento de decaimento
exponencial. A andlise no compartimento 2 dos demais Testes, 2 e 3, também mostra,
este aspecto da solugao, Figuras (3) e (4).
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Figura 3: Teste 2: Decaimento da concentragdo no compartimento 2; o = 0.60.
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Figura 4: Teste 3: Decaimento da concentragao no compartimento 2; o = 1.00.

Com o intuito de se verificar o correto comportamento da solugdo encontrada
pelo modelo de equacao de ordem fracionaria, comparou-se com a solucao analitica
obtida modelando-se o sistema de compartimento pela seguinte equacao matricial:

C'(t) - KC(t) = 0 (3.0.9)

sendo C(t) a concentragao no tempo ¢; K a taxa de transferéncia. Com a solugao
apresentada abaixo:

C(t) = Coe¥! (3.0.10)

(O [ C ( —ka O B
sendo C(t) = <02 >, Co = ( 0 > e K = < kot ko > Com —ko1 €

—kogo sao os autovalores de K.
Com isso podemos dizer que
—kott
€ 0 1
K=H < o—Foat > H (3.0.11)

1
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onde H = 21— 02 e sua inversivel é dada por H~! = k21—Fo2
—ko1 —ka1 " ka1—ko2
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Obtendo-se assim a solucao analitica geral, dada pelo sistema de equagoes abaixo:

{ Cq = Coemet
— _K2nCo [,—Koot _ ,—Kot
Cr = K21—Ko2 [e € ]

sendo Cy a dose, K91 a taxa de transferéncia de 1 para 2; Ky a taxa de transferéncia
de 2 para o exterior.

A andlise do sistema foi realizado utilizando os parametros do Teste 3 (ordem fra-
ciondria o = 1), mostrando que as curvas da solu¢ao analitica, dada pela Equacao
(3), e da solugdo numérica, obtida por (2.0.7), encontram-se bastante préximas,
como mostra a Figura (5) (a). Esta proximidade entre as solugbes analitica e
numérica pode ser verificada pelo refinamento do intervalo das solugoes, conforme
ilustra a Figura (5) (b). O erro relativo entre as solu¢oes para um subintervalo de
tempo foi calculado e mostrou-se pequeno. Os resultados deste calculo podem ser
visualizados na Tabela 2 para o compartimento 1 e na Tabela 3 para o comparti-
mento 2.
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Figura 5: Teste 3: (a) Comparacao e (b) Erro entre as solu¢ao numeérica e analitica para ambos
os compartimentos; o = 1.00.



Tabela 2: Teste 3: Comparacao entre as solucoes numérica e analitica da concentragao
no compartimento 1.

Tempo Analitica Numérica Erro relativo(%)

3.073 1.407 1.408 0.07
3.075 1.406 1.407 0.07
3.083 1.402 1.403 0.07
3,085 1.401 1.402 0.07

Tabela 3: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica da concentragao no com-
partimento 2.

Tempo Analitica Numérica FErro relativo

3.063 1.405 1.404 0.07
3.083 1.404 1.403 0.07
3.105 1.403 1.402 0.07

4 Conclusao

Nos testes realizados observou-se niveis de concentracao distintos em cada compar-
timento, mais elevada no primeiro, onde a dose inicial é injetada. Além disso, o
decaimento das concentragoes no intervalo apresentam um comportamento expo-
nencial. A solucdo analitica para o caso em que a ordem da equacdo é inteira foi
calculada e comparada com a respectiva solucao numérica. O intuito foi de verificar
o correto comportamento do decaimento exponecial da concentragao nos comparti-
mentos. As curvas mostraram-se bem proximas. O erro relativo entre as solugoes
para este caso foi calculado e mostrou-se pequeno. Conclui-se, portanto, que as
equacoes de ordem fraciondria aplicadas no modelo de dois compartimentos foi ca-
paz de evidenciar corretamente o compartamento da distribuicao da concentracao
ao longo do tempo.
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