PROVA PARA OS ALUNOS DE 2° ANO DO ENSINO MEDIO
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1* Questao: Um célice com a forma de um cone contém V cm” de uma bebida. Uma cereja de
forma esférica com didmetro de 2 cm ¢ colocada dentro do calice. Supondo que a cereja
repousa apoiada nas laterais do calice e o liquido recobre exatamente a cereja a uma altura de

4 cm a partir do vértice do cone, determine o valor de V.

Resolucao: O volume da bebida contida no calice ¢ igual ao volume do célice até a altura de 4

c¢m menos o volume da cereja.
O volume da cereja corresponde ao volume de uma esfera de raio r =1 cm, ou seja,

4
V. —=—m =—xlcm
cereja 3 3 ( )

Vamos determinar o volume do cone. Para tal, devemos obter o raio da base do cone,
que serd denotado aqui por R. E possivel identificar dois tridngulos semelhantes na figura,

conforme esbogo a seguir. Nesse esbogo temos:

R:C_D, E=4cm, DE=BE=1lcm e AE=AD-DE=3cm.



Como o tridngulo AEB ¢ retangulo em B, utilizamos o Teorema de Pitagoras para
obter:

E:VEZ—EZ :\/9—1cm:\/§cm.

Por semelhanca dos tridngulos ABE e ADC, temos:

Logo,

O volume do cone até a altura de AD =4cm ¢é dado por:

cone

V..= l7Z'R2 h= ln(\/i cm)24 cm = 8—ﬂcm3
3 3 3
Logo, o volume da bebida sera:

Vievida =Veone =V,

cone cereja

= (___j cm3 = 4T7Z.Cm3 ~ 4,1888 Cl’l’l3 .



2% Questao: Sejam r e s duas retas paralelas entre si. Marca-se 10 pontos na reta r e 8 pontos
na reta s.

a) Quantos tridngulos podem ser construidos utilizando como vértices os pontos
marcados emr e s?

b) Se um triangulo ¢ amostrado aleatoriamente, qual a probabilidade de que sua base seja
formada por dois pontos consecutivos de uma mesma reta?

Resolugao:

a) Para construirmos tridngulos usando os pontos das duas retas, devemos tomar dois
vértices em uma delas e o terceiro vértice na outra reta. Desta forma, temos duas
situagdes possiveis:

- Dois vértices na reta r e um vértice na reta s
Como os vértices pertencentes a reta r nao precisam estar localizados em dois pontos

1
consecutivos e temos 10 pontos marcados em r, estes pontos podem ser tomados de 5= 45

maneiras distintas.
Por outro lado, o outro vértice pode estar em qualquer um dos 8 pontos marcados em s.
Logo, nesta construgdo, temos um numero de tridngulos possiveis igual a

45- 8 = 360 triangulos (1)

- Um vértice na reta r e dois vértices na reta s

Seguindo raciocinio analogo ao anterior, podemos tomar dois pontos em s de 5= 28

maneiras distintas. Se o outro vértice estd em r, entdo, temos um numero de tridngulos
possiveis igual a

28 - 10 =280 triangulos 2)
O numero de tridngulos que podem ser tomados utilizando pontos das duas retas ¢ a

soma dos valores dados por (1) e por (2), ou seja, € possivel construir 640 triangulos desta
maneira.



b) Temos duas situagdes possiveis:

- Uma base do triingulo na reta r e um vértice na reta s

O numero de pares de pontos consecutivos na reta r ¢ igual a 9. Logo, existem 9
possibilidades de termos uma base do triangulo formada por dois pontos consecutivos da reta
r. Como o outro vértice pode estar em qualquer um dos 8 pontos de s, temos um total de 9-8 =
72 triangulos.

- Uma base do triingulo na reta s e um vértice na reta r

Usando raciocinio analogo ao anterior, concluimos que existem 7 possibilidades de
termos um tridngulo cuja base seja formada por dois pontos consecutivos de s e, como o
vértice pode estar em qualquer um dos 10 pontos marcados em r, temos um total de 7 . 10 =
70 triangulos.

Logo, o niumero de tridngulos formados por dois pontos consecutivos de uma mesma
reta €

72 + 70 = 142 triangulos possiveis
Desta forma, determinamos a probabilidade pedida, ou seja,

_ numero de tridngulos formados por dois pontos consecutivos 142

P S =0.221875

numero total de triangulos possiveis



3* Questao: Duas arvores localizam-se nos pontos A e B, nas margens opostas de um rio,
como mostra o esquema da figura. Para calcular a distdncia entre essas arvores, um
observador que se encontra junto ao ponto A, afasta-se da margem deslocando-se 20m na
diregdo do segmento AB e chega ao ponto C. Ali ele mede o 4ngulo ECB = 15 °, sendo E um
ponto do mesmo lado que A. Depois disso, ele caminha até um ponto D, localizado a 18 m de
C, para tomar um copo d’agua. Apods beber sua dgua, o observador mede o angulo CDE = 60°
e caminha 48 m até o ponto E, do qual pode ver os pontos B e C e mede o dngulo BEC=120°.
Com esses dados ele calculou corretamente a distancia entre as arvores, com precisao de uma
casa decimal. Que valor ele obteve?

Resolucao: O problema pode ser resolvido com o auxilio do esbogo que segue e combinando
a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos.



Para determinar a distancia x, aplicamos a Lei dos Cossenos ao tridngulo CDE:

x> = (187 +48> —2.18.48.c0s60° )m* = (324 + 2304 —864)m’ = 1764 m”

x=4/1764 =42 m

Para determinar a distancia d, aplicamos a Lei dos Senos ao triangulo BCE:

20m+d  42m
sen120° sen45°

d=314m.
Na resolugdo foram usados os seguintes valores das func¢des trigonométricas:

cos|60° =l, sen(120° =£ e sen(45° =£.
2 2 2



4% Questao: Encontre todas as matrizes A que satisfazem a equacao

()4 1)(0)

em que A’ é a matriz transposta de A.

Resolucao: Primeiramente é necessario determinar as dimensoes da matriz A. Seja
Ansn. No segundo termo do membro esquerdo da equacao temos o produto de uma
matriz 2 X 2 com A,,«,, portanto, m = 2. Esse produto é uma matriz 2 x n. Como no
membro direito da equagao temos uma matriz 2 x 1, deduz-se que n = 1. Entao A tem
dois elementos, que denotaremos x e y, dispostos em duas filas e uma coluna. Verifica-se
também que o primeiro termo é o produto de matrizes 2 x 1, 1 X 2 e 2 X 1, que da uma

matriz 2 X 1, como deveria ser.
Usando
()
Yy
a equacao fica na forma
x ( . ) 1 n 1 2 x\ (8
y Y7\ o 2 1 y )~ \1 )
Simplificando o membro esquerdo obtemos
?+r+2y ) (8
ry—2x+y ) \1
que conduz ao sistema de equagoes

?+rx+2y = 8 (I
ry—2zc+y = 1 (II).

Agora, isolando y na equagao (I) obtemos

8 —x —a?
= ————— (III
y 5 (1)
e substituindo (III) em (II) fica
22 2

Simplificando a equagao (IV) chega-se na equagao cibica
?+22° —3r—-6=0 (V),

que equivale a
2*(z+2) = 3(x+2) =0,



ou seja
(22 = 3)(z +2) =0.

Essa ultima equagao tem trés solugoes:
T = —2, Ty = — 3ex3:\/§,

e usando a equagao (III) obtemos os valores correspondentes de y. Eles sao

5+43 _ 53

9 € Ys

y1 =3, Y2 =

Finalmente, a matriz A é

o (). () man(5)




5% Questao: Uma piramide reta tem base horizontal e quadrada de lado 10 e altura 15.
Essa piramide é cortada po um plano inclinado. O angulo de inclinagao desse plano, em
relacao ao plano horizontal da base quadrada, é a. A interseccao do plano inclinada com
as faces inclinadas da piramide é o quadrildatero ABC D, como mostra a figura. Os lados
AB e CD desse quadrilatero sao horizontais e suas medidas sao 4 e 8, respectivamente.

(a) Determine o valor do angulo .

(b) Ache o comprimento dos lados BC' e AD. Dé sua resposta com precisao de duas
casas decimais.

(c) O plano inclinado divide a piramide de base quadrada em duas partes. Calcule o
volume de cada parte.



Resolugao: A figura 1 mostra construgoes geométricas que auxiliarao o raciocinio. O
vértice da piramide é V', enquanto EFGH é o quadrado na base. ABJK é o quadrado
formado pela interseccao do plano, que é paralelo a base e contém o segmento AB, com
as faces inclinadas da piramide. C DM L é o quadrado formado pela interseccao do plano,
que ¢ paralelo a base e contém o segmento C'D, com as faces inclinadas da piramide. N,
O e P sao os pontos médios dos segmentos AB, C'D e M L, respectivamente. I é o ponto
médio da base, o segmento VI é perpendicular a base e seu comprimento é 15 (a altura da
piramide). Os pontos V, N, O, P e I estdo num plano vertical. A piramide é simétrica
em relacao a esse plano. A projecao ortogonal da figura 1 nesse plano encontra-se na
figura 2. Essa figura também é chamada de vista frontal da piramide.

V

Yy . 4--,‘----

Figura 2: Vista frontal

Figura 1: Construgoes auxiliares

Para diferenciar as imagens dos pontos fora do plano daquelas que correspondem a
pontos do plano, utilizamos a linha supra-escrita. Por exemplo, A’ é a imagem de A.
E importante notar que o comprimento um segmento é conservado se e somente se esse
segmento for paralelo ao plano da projecao ortogonal. ) é o pé da perpendicular ao
segmento OP tragada desde N. R e T sao os pontos médios dos segmentos NJ' e OP,
respectivamente. S ¢é a interseccao de NO com RT. O ponto U sera explicado mais
adiante.

(a) a = ZNOP, portanto,

tan(a) = g—g

De um lado, NQ) = RT' =V R — VT, sendo
VR VT VI
PR NT FE'I




com PR = OP/2 = LC/2=CD/2=8/2=4, NT = NJ'/2=BJ/2 = AB/2 =
4/2=2VI=15e¢ E'l = E'H'/2 = EH/2 = 10/2 = 5. Entao

VR _VT _15_

4 2 5

e obtemos N() = 12—6 = 6. Do outro lado, OQ = QR+RO = NT+PR = 2+4 = 6.
Portanto, tan(a) =6/6 =1 e o = w/4 = 45°.

3

(b) A figura 3 mostra o trapézio ABC'D. W é o pé da perpendicular ao segmento C' D
tracada desde B. Por simetria AD = BC' e, segundo o Teorema de Pitagoras,

BC?* = CW?+ BW?2. De um lado temos que CW = (CD — AB)/2 = (8 —4)/2 = 2.

Figura 3: Trapézio ABCD

Do outro lado, BW = NO = /OQ? + NQ? = /36 + 36 = /72 (ver o tridngulo
NOQ na figura 2. Entdo AD = BC = /4 + 72 =+/76 ~ 8, 72.



(c) Sejam V; e Vs os volumes das partes em que o plano inclinado divide a piramide
VEFGH. Entao, o volume dessa piramide é um terco do produto entre a area da
base quadrada e a altura VI = 15, ou seja,

1, 1
V1+v2:g.AreaEFGH-V[:5.102-15:500.

Seja V4 o volume da parte acima do plano, que é a piramide obliqua VABCD. A
base dessa piramide é o trapézio ABC D, que tem area

AIG&ABCD:MTw~NO:4%8'@:36ﬁ
(ver figura 3). Para determinar a altura de VABCD, representou-se na figura 2 a
projecao da perpendicular ao plano da base desde V. U é o pé dessa perpendicular
e, portanto, VU é a altura de VABCD. Como ZSVU = a = 45° e SVU é um
triagulo retangulo em U, obtemos que VU = VS - sen(a) = (VR — RS) - sen(«) =
(VR — RO)¥2 = U220V2 _ /5 Entdo

1 1
V1:g-AreaABCD-VU:§~36\/§-4\/§=96

e Vo =500 — V; =500 — 96 = 404.



