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RESUMO

Nesse relatorio temos a intengéo de apresentdivatades realizadas durante o
segundo semestre do ano de 2010 pela bolsistan@afiais Pereira da Silva, além
disso, por se tratar de nosso relatorio final, icmmamos pertinente, apresentar,
também, nosso relatério de pesquisa no que dizitesp pesquisa: “Matrizes e suas
Cercanias: Um estudo histérico a partir de livroslaticos de Matematica”,
desenvolvida junto ao GHOEM - Grupo de Historial@rBducacdo Matematica — sob
a orientacdo do Prof. Dr. Antonio Vicente Marafi@arnica e co-orientagdo do Prof.
MS. Fabio Donizeti de Oliveira. O projeto tem apdioanceiro da Fundacédo de

Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo — FAPESP



De acordo com as atividades que propomos em nasswgrama inicial,
durante o segundo semestre de 2010 nos dedicaetaisoiacido da analise das 24 obras
didaticas que fazem parte do nosso estudo.

Nesse periodo relemos as descricoes elaboradasoanete e, em seguida,
organizamos uma tabela, onde resumimos as priscipaacteristicas de cada obra e a
partir dessa tabela destacamos quais as mudartga®etivros anteriores e posteriores
ao MMM.

Além das atividades da minha pesquisa, durantecodan2010 participei do
processo de digitalizacdo do BOLEMA — Boletim dei€atdo Matematica, do ciclo de
Seminarios Avancados: “Historia da Educacado Mateatiat participei, como aluna
ouvinte, da disciplina concentrada “Tépicos EspecteEducacdo Matematica: Histéria
da Educacado Matematica” ministrada pela Profeddlarga Laura Magalhdes Gomes e
pelo Prof. Dr. Antonio Vicente Marafioti Garnicafececida pelo Programa de Pés-
Graduacgao da UNESP — Rio Claro, das reunides doEBH®do X Encontro Nacional
de Educacdo Matematica — ENEM (Salvador/BA), onatesentei o desenvolvimento
do meu trabalho. Além disso, vale ressaltar, quadeita para o mestrado no Programa
de PoOs-Graduacdo da UNESP — Rio Claro, com o prdetpesquisa “Movimento da
Matematica Moderna: outros olhares”, que tem, al@rmetodologia utilizada, diversas

caracteristicas semelhantes ao projeto de inicicigitifica que ora apresentamos.
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- bolsista -
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- co-orientador -
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INTRODUCAO

Em 2007, ao ingressar no curso de Licenciaturdviatematica da UNESP —
Bauru, fui beneficiada com a Bolsa de Apoio Acad&na Extensao | e, como resultado
do trabalho realizado para a bolsa, desenvolvi utorial para uso de Matrizes com o
Software Microsoft Excel. Tal projeto, além de diaxina compreensdo e assimilacao
dos contetidos estudados na disciplina “AlgebraMasizes”, ministrada durante o
primeiro semestre do primeiro ano do curso, degpetn mim o interesse em estudar o
desenvolvimento historico de tal conteudo.

No inicio de 2008, ao saber que um integrante @&GHOEM — Grupo de
Iniciacdo Cientifica do GHOEM— desenvolvia um projeto sobre a histéria de
Logaritmos a partir da andlise de Livros Didatiates Matematica propomos ao
professor Vicente, coordenador do GHOEM, um progtjo objetivo fosse construir
uma histéria do ensino de matrizes segundo a fatmtamanuais didaticos. Assim,
durante aquele ano, iniciamos nossos estudos qukevaram a elaborar um projeto de
pesquisa, em nivel de iniciacdo cientifica, cormtanicdo de solicitar subsidio aos
orgaos financiadores para o desenvolvimento doonessido. Este texto, portanto, tem
a intencao de relatar os resultados de nossos;esfpara compreender historicamente
o conteudo Matrizes a partir de livros didaticosyd@ematica, realizados durante o ano
de 2010 com apoio financeiro da FAPESP.

Esta pesquisa faz parte, portanto, da linha dgumss do GHOEM em Historia
da Educacdo Matematica a partir de Livros Didatsemdo co-orientado pelo Professor
Mestre Fabio Donizeti de Oliveira, que em sua diagéo de mestrado apresenta
discussbes metodoldgicas para auxiliar a analiseaheiais didaticos de Matematica.

Ao iniciar a elaboracdo do projeto com a orientagés professores Vicente e
Fabio, comecamos a participar do IC-GHOEM, que izaaleunides de estudo
quinzenais. Tivemos a oportunidade de discutir mdszbalho, estudar textos sobre
metodologia de pesquisa, em especial, 0 métodastiaih oral e textos sobre Historia,
Historia da Educacao e Historia da Educacao Maiemadk participacdo no grupo nos

possibilitou, ainda, um contato maior com alunopde-graduacéo e a participacdo em

! Grupo de Histéria Oral e Educacdo Matematica (vgliaem.com)
% Trabalho de Iniciacdo Cientifica desenvolvido palano Anderson Aparecido da Silva,
também, sob a orientacéo dos professores Vicdrdbio.



eventos de natureza cientifica, dos quais destac@mBIC (Congresso de Iniciacao
Cientifica da UNESP), o EBRAPEM (Encontro Brasogus-graduagdo em Educacao
Matematica), o Coloquio Brasileiro de MatematicaEBEM (Encontro Paulista de
Educacdo Matematica), o NEHO (Nucleo de EstudosHestoria Oral) e o ENEM
(Encontro Nacional de Educacdo Matematica), o goednriquecido a minha formacao
inicial e tem me dado base para continuar os mstigl@s em Programas de Pés-
Graduacgéo.

A investigacdo que apresentamos nesse texto teno adjetivo principal
construir um histoérico do contetdo “Matrizes” atpada andlise de relevantes obras
didaticas utilizadas para o ensino no Brasil desfieal do século XVIII até o final do
século XX. Para tanto, buscamos compreender, pahuoente, as abordagens propostas
pelos autores destes manuais buscando percebéemagi@es e as permanéncias nos
mecanismos de ensino e aprendizagem de Mateméteamtes a este conteudo.

A realizacdo dessa pesquisa foi viabilizada pamasr & nossa disposi¢cdo o
acervo do GHOEM, localizado numa sala cedida pelauldade de Ciéncias da
UNESP/Bauru, que possui cerca de 1000 titulos el@#rquais varias obras raras do
século XVII ao XX (manuais nacionais e internacienatilizados em academias
militares, ensino primario, secundario, escolasmais etc.), a disposicdo para a
realizagédo de estudos semelhantes ao nosso.

Vale destacar, ainda, que durante o desenvolvim@éessa pesquisa pudemos
perceber a importancia do trabalho em grupo ja poreyezes, discutimos o andamento
da pesquisa com nossos colegas e orientadoresseficdio no ambiente de pesquisa
dificilmente se daria de outra forma se nao peksibdidade de pesquisa em nivel de

Iniciacdo Cientifica.



METODOLOGIA

2.1 Um método hermenéutico para a analise de olfiakticas

Acreditamos que o livro didatico, devido a sua inguacia no cotidiano escolar,
pode contribuir para a compreensao do processtaespara uma escrita da Histéria
da Educacgdo Matematica, por isso tomamos esse ocamigodo ambiente escolar como
objeto principal da nossa andlise.

Para a analise das obras didaticas adotamos,daatdo possivel, considerando
tratar-se de uma pesquisa de iniciacao cientifica duracdo de um ano, a metodologia
hermenéutica proposta por Oliveira em sua dissetadefendida em 2008, no
programa de pos-graduacdo da UNESP — Rio Claro.

Com a intencdo de construir um referencial tegp@@ subsidiar as analises de
textos didaticos de matematica, Oliveira (2008)cetwe livros didaticos como “Formas
Simbodlicas® e, portanto, passiveis de serem submetidos a emaehéutica. A partir
dessa compreensdo, apresenta uma discussdo mgicaloliaseada em John B.
Thompson e na Hermenéutica da Profundidade deRReatur para a analise desse tipo
de material.

Dessa forma, Oliveira (2008) defende trés comp@sgnsugeridos por
Thompson (1995), a analise das Formas Simbdlicasalise socio-historica, a analise
formal-descritiva e a (re) interpretacao.

A andlise socio-historica visa contribuir para dabkslecimento de uma
interpretacdo mais plausivel sobre a obra. Esseemimntda analise tem como objetivo
reconstruir as condi¢des sociais e histoéricas em @umaterial foi produzido e/ou
apropriado. Em nossa pesquisa, como identificann@sogMovimento da Matematica
Moderna é ressaltado na literatura como um margmitante para que o conteudo
Matrizes seja incorporado ao Ensino Secundaria,eispa da analise se concentrou em
estudos que nos permitissem uma maior compreensie @S premissas desse
movimento. Tal compreensao nos permitiu percelmstepiormente, e jA num processo

que Oliveira (2008) chama de (re) interpretacaomaslancas ocorridas nos textos

® Entendemos “Formas Simbolicas” como “producdesanas intencionais”. De acordo com
Oliveira (2008, p. 37) “[...] o livro didatico, esspecial o livro didatico de matemética, pode ser
considerado como forma simbdlica” e, portanto, sspel de diversas interpretacées.



didaticos, apreendidas através da analise fornsalivios selecionados, a época em que
o Movimento da Mateméatica Moderna se evidencia.

A analise formal-descritiva, consistiu, entdo, n@alise das caracteristicas
estruturais internas da obra. Essa analise € d¢ficpda, em nosso trabalho, nas
descricbes dos livros analisados, as quais apegsemis no capitulo seguinte. Para
elaborar as descricdes estivemos atentos a segquénti que os capitulos sobre
determinantes e/ou matrizes sdo apresentados, aiaotagia utilizada pelo autor, ao
nivel de ensino para o qual o livro foi produzide. éAo final de cada descricdo
procuramos, também, lancar um olhar mais geraksalwmbra ressaltando, dos aspectos
gue percebemos, aqueles que mais diretamente @aodecontribuir para as
compreensdes que buscavamos tecer.

Buscamos, por fim, tecer relacdes entre os doiscasp anteriores, relacionando
0 contexto histérico e os elementos internos da dbrforma a construir um significado
a ela. E nesse momento que as relagdes entre acfimé as formas de producio, as
influéncias do contexto soOcio-histérico que interfan no produto final, o livro
didatico, foram construidas. Vale ressaltar, porgue, tais compreensdes, assim como
afirma Oliveira (2008), ndo foram construidas denfm estanque. As idas e vindas entre
0s contextos de producdo/apropriacdo (aqui cergradoMovimento da Matematica
Moderna) e os livros didaticos nos fizeram, aoscpeuconstituir um significado, no
que diz respeito ao conteudo Matrizes, para est®dme da Historia da Educacao

Matematica Brasileira.

2.2 Compreensoes iniciais para uma abordagem aasds Didaticos

Como varios pesquisadores afirmam que o MovimeatMdtematica Moderna
(MMM) marca a génese do estudo de “Matrizes” noriculo escolar, conforme
podemos perceber, por exemplo, em Soares (200&htamos nossos estudos para a
compreensao deste movimento com o intuito de peraebinculo deste conteddo com

0s objetivos do MMM.

Ainda na Conferéncia de Royamont, Dieudonné expgisnmeas sugestdes
dos topicos que na sua opinido deveriam constaruemcurriculo de
Matemaética livre do “peso morto da geometria pwajue seriam valiosos
para a continuidade dos estudos matematicos stggrientre as sugestdes
estdo o estudo de matrizes e determinantes, fungéesma variavel,
construcao de gréaficos de funcBes e de uma cumda parametricamente
(...). (SOARES, 2001, p. 57)



Enquanto buscdvamos esta aproximacdo, descobriatosyés de outros
trabalhos desenvolvidos no IC-GHOEM, que o profedssé Adelino Serrasqueiro ja
abordava o tema “Determinantes”, hoje bastanteioglado com o estudo de Matrizes,
em livros didaticos de sua autoria editados nd filwaséculo XIX. Tal descoberta nos
levou a procurar em nosso acervo 0S manuais didaémteriores ao MMM que
abordam o topico “Matrizes” e/ou “Determinantes&vantamos, entdo, quatorze obras
anteriores e oito posteriores ao MMM, algumas detas véarias edi¢cdes, publicadas
entre 1887 e 1991, senddCours D’ Algébre Superieurede Charles de Comberousse
a mais antiga delas.

Diante destas novas informacdes, passou a nostaqujuais mudancas teriam
sido introduzidas pelo Movimento da Matemética Modeno que se refere ao
conteudo Matrizes de forma que varios autores dersin este movimento um marco
indelével quanto a escolarizacdo deste conteudamApara incluir em nossos estudos
sobre os livros produzidos antes do MMM que abordBeterminantes”, decidimos
formular nossa proposta de pesquisa de modo adazeireconstituicao historica sobre
0 ensino de matrizes no Brasil a partir de livraticos utilizados para o ensino de
matematica no pais desde meados do século XIX f@lado século XX, visando, de
modo especial, a perceber possiveis reflexos dadamgas introduzidas pelo
Movimento da Matematica Moderna nestes livros didat A escolha deste periodo foi
baseada no levantamento realizado no acervo do GH@4S livros que abordam o
tema de nossa pesquisa. Desta forma, estudamosoralagbm aos conteudos

“Determinantes” e/ou “Matrizes” presentes nas segsiobras:

Cours D’ Algebre Superieure- Charles de Comberousse — 1887

2. Algebra Elementar— José Adelino Serrasqueiro — 92 edicdo (1906),Etcéo
(1929) e 172 edigcao (1936)
Exercicios de Algebra- Cecil Thiré — 82 Edicdo (1927) e 322 Edicio (data)

4. Algebra Elementar: Equacbes e problemas algébrices Algacyr Munhoz
Maeder — 12 edicéo (1928)

5. Analise Algébrica— Alberto Nunes Serrdo — 22 Edicao (1945)

6. Curso de Matematica- Algacyr Munhoz Maeder — 2° Livro — Ciclo Coldgia
(1947)

7. Algebra: curso Superior- Irm&o Isidoro Dumont — 1947



10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.

Curso de Matematica 22 série Ciclo Colegial — Algacyr Munhoz Maeder - 82
Edicao (1958)

Licdes de Algebra e Andlise Bento de Jesus Caraca — Volume | — 22 Edi¢do
(1945) e 42 Edicao (1959)

Matematica: Segundo Ano Colegial Ary Quintella — 3° Edicéo (1959)

Curso de Matematica para os cursos de segundo graddanoel Jairo Bezerra —
42 Edicao (1960) e 332 Edicao (1976).

O Calculo de Matrizes- Harry Farrer — 1960

Matematica Colegial: Parte do Mestre Irmaos Maristas - 2° Volume — 1965
Algebra Linear— L.H. Jacy Monteiro — 1° Volume — 32 Edic&o (1965
Matematica Curso Colegiat School Mathematcs Study Group — Volume Il —
1966

Biblioteca Moderna de Matematica [1968]

Curso Colegial Moderno: Matematica- Scipione di Pierroneto; Luiz Mauro
Rocha; Ruy Madsen Barborsa — 22 Serie Colegiab8 19

Moderno Curso de Matematica Manoel Jairo Bezerra — 1968

Introducéo a Algebra das Matrizes SMSG — 1969

Abecedario de Algebra Darcy Leal de Menezes — 82 Edicdo — 1971
Matematica Aplicada: segundo grauFernando Trotta, Luis Mario Imenes e Jose
Jakubovic — 2° volume (1979) e 3° volume (1980).

Fundamentos de Matematica Elementar Vol. 4 — Gelson lezzi e Samuel
Hazzan — 7Edic&o (1985).

Mateméatica— Fernando Trotta — Volume 5 - 1988

Matematica- Vol. 2 - Ewaldo Bianchini e Herval Paccola®Edicdo (1991).

Apés estudos preliminares sobre as premissas gvalsielo MMM comegcamos

a elaborar as descricdes dos manuais que compdssa pesquisa. Para estruturar

nosso estudo, dividimos as obras em dois grupdsriares e posteriores ao MMM,

conforme sua publicacdo tenha sido anterior ouepost a obra “Matematica”
desenvolvida pelo SMSGm 1966.

* School Mathematics Study Groupresentamos, no capitulo final de nosso trabaihotexto
onde estudamos esse grupo com maior profundidade.



Para facilitar a compreensdo das obras e a peweatgsi modificacdes que
ocorreram no transcorrer do tempo quanto a abondafyeconteddo, iniciamos Nnosso
estudo com a descricdo dos livros de acordo cormuaa csdem cronologica de
publicacéo, priorizando as publicadas em portuglés. descricdes foram estruturadas
de forma a evidenciar, de um modo geral, a seqaémiizada pelos autores para
apresentar os conteudos, o que era ensinado, calnolgjetivo (ou, mais precisamente,
gual objetivo poderiamos assumir ser o da obrajreom assunto era abordado.

Encontramos dificuldades para descrever os livrestithdos ao Ensino
Superior e o livro em francés, pois ndo tinhamdsdeslo alguns dos conteudos
abordados. Além disso, tivemos algumas dificuldatleante o processo de descricéo,
principalmente com relagdo a gramética e ortogrdéaépoca em que a obra foi
produzida.

Apos finalizar as descricdes das 24 obras, retassamestudo desse material,
destacando numa tabela (apresentada apds as desteg caracteristicas de cada obra.
Apoiados nessa tabela elaboramos nossas compreensoe

Para apresentar nossa andlise consideramos d'Nhatematica” publicado em
1966 pelo SMSG um representante do Movimento damatica Moderna e, a partir
dessa obra, apresentamos nossas compreensfe® sobemento e seus reflexos no

ensino de matrizes e determinantes.



DESCRICOES

Livro: Cours D’ Algébre Supérieure
Autor: Charles de Comberousse
Edicao: 22

Ano de publicag&o:1887
Editora: Gauthier — Villars et Fils.

Nivel de Ensino:Candidatos & escola politécnica, a cursos supsr{breluindo

agueles voltados para as Ciéncias Matematicas)

O manual “Cours D’ Algebre Supériere”, desenvolvdoa candidatos a escola
politécnica e cursos superiores, teve sua 22 egigdlicada em 1887.

A obra é dividida em cinco livros conforme os tentasmplemento de algebra
elementar, Combinacbes — Binbmios — Poténcias zeRaé crescimento de um
polindbmio, Nocbes sobre séries, Continuidade — &oingxponencial — Logaritmos,
Estudo das Derivadas e Diferenciais.

Cada livro é subdividido em capitulos. O estudoresafis determinantes é
dividido em dois capitulos, o quarto e o quintopdioneiro livro, intitulados “Primeiros
principios da Teoria dos Determinantes” e “Multpfdo de determinantes”,
respectivamente.

O quarto capitulo é dividido em seis tépicos. Nampiro, “Definicdes
preliminares”, o autor apresenta o conceito de p&gdo, define inversao e classe de
uma permutacgao.

O topico seguinte, “Sobre os determinantes”, éiddic com a seguinte
afirmacado: “C’est en cherchant a résoudre d’une ién@angénérale les systémes
d’équations linéaires qu'on a été conduit & I'étutds déterminant¥p. 29). Ainda
neste topico sado apresentados os conceitos dea"lifiboluna” e “indices” de um
determinante, sendo o indice inferior o que indicknha e o indice superior o que

marca a coluna a qual o elemento pertence. Em da&géi definido “termo de um

® A tentativa de generalizar a resolugéo dos sitaieaequacdes lineares conduziu ao estudo
dos determinantes.



determinante”, sendo este positivo ou negativofarare o numero de permutacdes de
seus elementos.
Neste topico, sdo apresentadas também as defindgésermo principal” e

“ordem” de um determinante, além de suas duas @ega@s elementos limitados por

um par de tragos verticais ou utilizando o sim@o seguido pelo termo principal do
determinante.

Prosseguindo o estudo, o autor aborda o conceitdeterminantes menores”.

O quarto topico é dedicado ao estudo das proprésdgerais dos determinantes.
Sao apresentadas e demonstradas 12 propriedadeky aepropriedade seguinte

denominada “Teorema Fundamental”:

Tout déterminant est une fonction linéaire et hoamegdes éléments d’'une
méme ligne ou d’'un méme colonne, et, par suite,pent toujours I

ordonner suivant les éléments de cette ligne azette colonné.(p.36)

Em seguida, no topico “Lei de formacdo de um dataanie”, é apresentada a
Regra de Sarrus, para desenvolver um determinante.

No ultimo tépico desse capitulo, o autor utilizag® método apresentado
anteriormente para calcular o valor de um detemt@aapresentando dois exemplos
numericos e quatro exemplos genéricos.

O quinto capitulo € composto por apenas um témoo,que a partir de dois
determinantes genéricos P e Q de ordem n, o auteduz o conceito de produto de

dois determinantes.

Para nossa pesquisa, vale ressaltar que, assimaantor destaca, a teoria dos
determinantes é estudada com o objetivo de ag@ic@resolucédo de sistemas lineares.

Além disso, destacamos que as propriedades amdasnsdo demonstradas,
sendo essas demonstracfes apresentadas numadimgoaiyiral.

Quanto aos exercicios, esses sao apresentadosahaldi manual, divididos
conforme os temas abordados em cada livro. Panmanipo livro sdo propostos 70

exercicios, sendo 17 deles sobre Determinantes.

® Todo determinante é uma funcéo linear e homogé@osalementos de uma mesma linha ou
de uma mesma coluna e, por isso, pode-se semmraeial de acordo com os elementos de tal
linha ou tal coluna.



Livro: Tratado de Algebra Elementar
Autor: José Adelino Serrasqueiro

Edicao: 92, 162 e 172
Ano de publicac&o:1906, 1929 e 1936.
Editora: Livraria Central de J. Diogo Pires — Sucessoras

Nivel de Ensino:Segundo Ano do Ensino Secundario

O livro “Tratado de Algebra Elementar”, escrito pelo professor de matematica
e bacharel em filosofia José Adelino Serrasquétiopublicado em Coimbra, sendo a
92 162 e 172 edicao, as quais iremos analisatupidas nos anos de 1906, 1929 e 1936,
respectivamente. O manual, desenvolvido para onsegano do Ensino Secundario,
aborda os conteudos Calculo Algébrico, EquacbeesgbDaldades do primeiro grau,
Equactes e Desigualdades do segundo grau, Logardrbeterminantes, cada qual em
um dos cinco livros em que o manual é dividido. @hteudo “Determinantes” é
abordado no quinto e ultimo livro, intitulado “Detenacbes. Sua applicacdo &
resolucdo e discussdo das equacdes de primeird guaucontém 27 paginas, sendo
quinze dedicadas ao primeiro capitulo, dez paragorglo e duas para exercicios. O
titulo deste livro nos indica uma possivel inten¢oautor ao abordar o topico de
determinantes: para a resolugcdo de equacdes deimrirgrau. Esta conjectura é
reforcada pela divisdo feita neste quinto livropralando no Capitulo | a “Theoria
Elementar dos Determinantes”, o que nos faz supeital teoria € abordada apenas em
seus aspectos elementares. Para Discutir esta,taeril5 paginas utilizadas pelo autor
nesse capitulo sdo divididas em 4 paragtafos

No primeiro destes parégrafos, intitulado “Defirdgde principios geraes”, o
autor apresenta nas proposi¢ods 369 a 377 a definicdo de permutacdo na qual se

baseia para definir e discutir a formacéao de urardehante. Apresenta suas notacoes e

! O autor nao utiliza o termo “paragrafo”, mas ki@ e o texto referente a cada uma destas
partes ndo séo paragrafos no sentido usualmehtadi para a producéo de textos “literarios”.
O sentido, aqui, € mais préximo ao utilizado pedodos “juridicos”, representando um trecho
que pode contar até mais que uma pagina, no quadpioo ou propriedade é tratado.

> Os paragrafos séo subdivido em proposicdes endamra autor utiliza essas proposicoes
para apresenta as defini¢cdes, propriedades, tesrexemplos e exercicios do capitulo.



o modo de identificar o grau de um determinants;udindo, por fim, alguns corolarios
da lei de formacé&o apresentada.

Segundo o autor, uma permutacao forma um desamwanjona inversao quando
0S seus elementos ndo estdo em ordem alfabéticuando o indice do primeiro
elemento é maior que o indice do segundo.

As permutagfes sao classificadas conforme o nudesnoversdes, sendo que as
gue contém um numero par de inversées sdo chantmdpsimeira classe e as que
contém um numero impar, de segunda classe.

Com base no conceito de permutacdes, Serrasqdefine determinantes da

seguinte maneira:

Supponhamos °n quantidades ou elementos, dispostos em n linhas
horizontaes e em n columnas verticaes:

al bl Cl l 1
a2 b2 C2 I 2
a b c I

Cada letra é affectada de um indice: o indice desiglinha e a letra designa
a columna a que o elemento pertence. Assi dm elemento da terceira
linha e da quarta columna. Posto isto: Determinafeterf objectos é a
somma algebrica tomados n a n, de modo que cadagtoocontenha mais
do que um elemento de cada linha ou columna e ovdieitha mais do que
um; e de modo que cada producto tenha o signal + aenforme as
permutacdes das letras e dos indices forem da megrddferente classe.
(Serrasqueiro, 1906, p. 357).

No primeiro pardgrafo o autor também apresentaifasedtes notacfes de um
determinante. A representacao adotada por elaué agjelementos séo letras diferentes
seguidas de um indice, sendo o indice o indicatavbnha e a letra da coluna a qual o
elemento pertence.

Para desenvolver um determinante do segundo grauta utiliza a lei de
formacdo, entretanto para desenvolver um deterri@nale terceiro grau, mais

facilmente do que pela lei de formacéo utilizagraede Sarrus, onde:

A direita da terceira coluna escrevem-se as duagjas multiplicam-se os
elementos dispostos trés a trés em diagonal e tamsen sinal 0os produtos



dos elementos das diagonais que descem da esquageda direita, e com
sinal contrério os produtos das outras diagonai858).

7

“Propriedades geraes dos determinantes” é o tétalsegundo paragrafo, onde o
autor apresenta e demonstra as propriedades desmdeintes demarcando as

proposicdes 378 a 385. As propriedades abordadas sa

Um determinante ndo se altera, quando se trocdimhas em columnas e as
columnas em linhas.

Quando, num determinante, se trocam duas linhasiasi columnas, o valor
do determinante muda de signal, isto €, fica nlidado por —1.

Quando, num determinante, se faz occupar o primlegar a um termo
qualquer, da columna p e da linha q por exemplaeterminante fica
multiplicado por (-1

Um determinante é nullo, quando tem duas linhasotumnas idénticas.
Multiplicando ou dividindo todos os elementos deaulimha ou de uma
columna pelo mesmo numero, o valor do determinticeiemultiplicado ou
dividido por esse numero.

Um determinante ndo se altera, quando todos osateside uma linha ou
de uma columna se multiplicam ou dividem pelo mesmnmero, contanto
gue se divida ou multiplique o determinante pelemnumero.

Um determinante muda de signal, quando se trocasigoses a todos 0s
elementos de uma linha ou de uma columna.

Um determinante transforma-se noutro, em que osegitos de uma linha
ou de uma columna sejam substituidos pela unidpds9 — 363)

O terceiro paragrafo € dedicado ao estudo dos Detentes Menores. Nele, o
autor define e apresenta as propriedades destetuclmnenumerando as proposicoes de
386 a 391.

Conforme Serrasqueiro, ao suprimir uma linha (oisjreo mesmo numero de
colunas de um determinante, obtemos um Determindtdgror do determinante
inicialmente dado. O determinante menor é do grguonde r € o numero de linhas e
colunas que foram suprimidas e n o grau do detamtendado.

Nas proposicoes 392 a 394 que compdem o quart@grpéoa cujo titulo é:
“Decomposicdo dos determinantes de elementos poigos. Propriedades dos
determinantes relativas & somma ou subtraccdo masli ou columnas”, sao
apresentados teoremas e corolarios sobre a decigdpdes determinantes. A primeira
proposi¢cao nos diz que se as linhas ou colunasrdeaierminante sao polindbmios,
podemos decompdb-lo na soma de outros determinasitegles. As proposi¢coes

seguintes sdo consequéncias de tal propriedad#etiErsninantes.



Durante o primeiro capitulo além das demonstrag@etodas as propriedades,
teoremas e corolarios estudados o autor apreséguasaexemplos numéricos dos

mesmaos.

O segundo capitulo, intitulad@\pplicacdo dos determinantes & resolucao e
discussdo de um systema de equacdes do primeiro grautiliza-se, como o proprio
titulo nos revela, do contetdo apresentado nouapdnterior para resolver e discutir
sistemas de equacdes. Sdo dedicadas dez pagirasapastudo, sendo o capitulo
divido em dois paragrafos.

O primeiro paragrafo, que tem como titulo: “Resétuge um systema de
equacoes do primeiro grau”, contém as proposic88se3396. Na proposicdo 395 o
autor apresenta e demonstra a regra de Cramerop@sjao 396 possui trés exemplos
numericos onde Serrasqueiro utiliza tal regra pahacionar os sistemas.

No segundo paragrafo, intitulado “Discussdo doesyat de n equacgbes do
primeiro grau a n incognitas” temos as proposig@¥sa 401 em que, a partir do valor
do determinante obtido da matriz dos coeficiensgx) feitas discussdes sobre as
possiveis solu¢cdes para o sistema.

Quando o valor do determinante ndo € nulo, 0 sestem possivel e
determinando. Quando o determinante € nulo e nemtogamumeradores das férmulas
gerais for nulo o sistema € impossivel, porém ganaldos numeradores for nulo o
sistema é possivel indeterminado.

O livro é finalizado com exercicios de todo contetmbordado, sendo o0s
exercicios 652 ao 685 sobre determinantes e gsiexs 686 ao 693 sobre solugédo de
equacdes. Os enunciados sao claros e sucintosendonapenas a atividade proposta e a
regra (citada pelo numero da proposi¢cdo ou nometq@mesentada no texto) que deve
ser utilizada.

S&o0 poucas as modificagcdes notadas entre as gdigddsadas (92 162 e 179),
mantendo, inclusive, o conteudo abordado em cadmaaOs exemplos e exercicios
continuam os mesmos, bem como o conteudo de um mgedd. Ha, entretanto,
modificagcdes no tamanho e tipo de fonte, que ficaas claras, além da correcédo de

alguns erros de digitagéo.

Podemos destacar que o autor aborda o conteudDeaterfinantes” somente

em seus aspectos elementares, apresentando apenesnaeitos e propriedades



relevantes para a solucdo de sistemas de equag@esretiro grau, 0 que nos leva a
acreditar que tal contetudo é apresentado apenasstEnobjetivo. Vale-nos ressaltar

que o autor ndo utiliza o conceito nem a notacaoaleizes para definir determinantes.

Livro : Exercicios de Algebra

Autor: Cecil Thiré

Edicdo: 82

Ano de publicacédo:1927

Editora: Livraria, Papelaria e Litho — Typographia

Nivel de Ensino:Ensino Secundario

A obra ‘Exercicios de Algebra foi produzida com o objetivo de trabalhar com
exercicios de todos os contelidos estudados no Gershigebra. Para tanto, Thiré
pretendia apresentar exercicios e problemas reeshé, posteriormente, propor uma
lista que deveria ser resolvida pelos estudantesetanto, segundo o autor, o livro
ficaria volumoso 0 que aumentaria seu custo e mat@ menos acessivel aos alunos.
Assim, Thiré resolveu modificar sua idéia inicipfesentando nesse manual apenas 0s
exercicios propostos e suas respostas no finalio Publicada em 1927, a 82 edigcéo
da obra possui 210 paginas com exercicios dos rdeguiopicos: Valor numeérico.
Reducao de termos semelhantes; Adicdo; SubtracBasab; Divisdo por x * a;
Decomposicdo em fatores; Maximo Divisor Comum. khimi Mdltiplo Comum;
Fracdes; Indeterminacdes Aparentes; Equacdes dmd®a uma incognita; Problemas
de 1° grau a uma incognita; Sistemas de equacO¥sgltau; Desigualdades do 1° grau;
Analise Indeterminada do 1° grau; Calculo de raslic&xpoentes fracionarios
Imaginérios do 2° grau; Equacbes do Segundo GreapriBdades das raizes de
equagdes do 2° grau; Trinbmio do 2° grau. Desiguialst Problemas de 2° grau a ma
incégnita; Equacdes Irracionais; Equacfes Biquadra8istemas de equacdes que se
reduzem ao 2° grau; Problemas do 2° grau a duasi® intognitas; Progressbes
Aritméticas; Progressbes Geomeétricas; LogaritmoguaEdes Exponenciais; Juros
Compostos. Anuidades; Analise Combinatéria; Binbded\ewton; Fracbes Continuas

e Determinantes.



Como se evidencia no proprio titulo da obra, na&tesenvolvida teoria sobre
qualquer dos tépicos abordados, mas somente sfoIHOS exercicios sobre estes
contetdos. Os exercicios sobre determinantes satiilm®s apresentados no manual.
Em trés paginas a autora propde 30 exercicios, quas sao trabalhadas as
propriedades e a definicdo de determinantes e cetore sinal de permutacéo, sendo a
maior parte exercicios numéricos e faceis de seesnividos. Destacamos que, apesar
de apresentar exercicios sobre determinantes, aiaanfio propde exercicios sobre

sistemas lineares.

Livro : Algebra Elementar — Equacdes e problemas algébricos
Autor: Algacyr Munhoz Maeder

Edicdo: 12

Ano de publicacao:1928

Editora: Typ. Jodo Haupt & Cia.

Nivel de Ensino:Ginasio

A obra “Algebra Elementar — Equagdes e problemas algébrichssegunda
parte, escrita pelo professor Catedratico da Fadeldle Filosofia, Ciéncias e Letras e
da Escola de Engenharia do Parana e Lente do Gdisgadual do Parana, Algacyr
Munhoz Maeder, teve sua 12 edicdo, a qual utilmasenesse estudo, publicada em
1928. Segundo Arnaldo J. Beckert, autor do prefdoitivro, o manual facilita o estudo
da Algebra nos ginasios, pois contém grande padepdntos exigidos pelos programas
oficiais e, além disso, aborda a teoria dos deteantes e sua aplicacdo a resolucao de
sistemas lineares, conteudo que, até entdo, eca adnordado nos livros desse género.

No prefacio Beckert defende a importancia do manwuessaltando suas
vantagens pedagogicas. Apos o preféacio é apresentadexto de Introducdo que fala
sobre a historia das ciéncias, suas divisbes dami@se a Matematica.

O autor inicia o capitulo sobre de determinantes) a seguinte definicao:

Consideremos os elementos a, b, c; a', b’, ¢’; ", ¢” constituindo 3
colecbes, dispostas da maneira seguinte:



a b c¢
- ‘
a b ¢

Com esses elementos podemos formar grupos ternéride cada letra e
sinal ocorram apenas uma vez, obtemos os seggmiess:

ab’c”, ac’b”, ba'c”, bc’'a”, ca’b”, cb'a”.

Ao somar todos esses grupos, obtemosletarminante. (p. 100)

Os grupos que nao apresentarem ou tiverem um nUpaerde inversdes tera
sinal positivo e 0s que apresentarem um numeroridggaversodes tera sinal negativo.

Um grupo apresenta inversao quando um elementodgenosuperior antecede
um de ordem inferior ou, se tratando de letrasndoa&o estdo em ordem alfabética.

Segundo a representacdo de Cauchy, os elementodetg#ominante séo
encerrados em um quadro limitado por duas linhadgicaes, além de ser
simbolicamente representado pela letr@elta). Portanto, um determinante que tem os
elementos a, b, a’, b’, pode ser representado por:

A=

a b
a b

O grau do determinante acima é dois, pois cadaogteqm dois fatores. Para
desenvolvé-lo multiplicam-se os elementos em cruzulgtrai os produtos parciais.
Aplicando esse processo, temos:

ab’-ba’
Para o desenvolvimento de determinantes do tergeau, Sarrus, eminente

professor da Universidade de Strassburgo, elahor@uregra de ampla aplicacéo.

Regra de Sarrus Considere o determinante:

1 bl CI
A= |a' b' ¢
a'" b'" ¢

Debaixo das trés fileiras repetiremos a primesagunda, obtendo:

abc



a’b’c”
a”b”c”
abc
a’b’c”

Tracando diagonais, da esquerda para a direitaaf@mos os produtos:
a’b’c”, a’b”’c’, a”’b'c”.

Analogamente, tracando diagonais da direita pasajaerda, teremos:
c’b”a”, c"ba’, c’b’a”.

Os trés primeiros grupos terdo sinal positivo ewisos trés, sinal negativo,

teremos, entdo, que o desenvolvimento determiraatgolinémio:

ab”c’'+a’b’c’ +a”b'c”-c’b"a”-c’b’  "a'-c"b'a”

Em seguida o autor utiliza o conceito de deterntesmpara resolver sistemas do
primeiro grau.

As férmulas que resolvem sistemas lineares tém ocatenominador o
determinante do sistema, sendo seus elementosetisi@ates das incognitas e, para

numerador, o mesmo determinante, porém substitwioeficientes da incégnita pelo
termo independente.

Para nossa pesquisa vale ressaltar que o autodaalsmperficialmente o
conteudo de determinantes. Utilizando apenas quuetginas para o estudo, o autor
exclui temas importantes como propriedades e degsigo dos determinantes. Além
disso, o livro possui poucos exemplos numéricos, p@ssui exercicios e nenhuma
formula utilizada é matematicamente demonstradpjeonos revela que a intencéao do
autor ao apresentar a Teoria dos Determinante$ici-#g a resolucdo e discussao de
sistemas lineares.

Além disso, destacamos que apesar de ndo apnesdetano, o autor utiliza o
conceito de permutacédo para definir determinantes.



Livro: Andlise Algébrica

Autor: Alberto Nunes Serréo
Edicdo: 22

Ano de publicac&o:1945

Editora: Edicéo da Livraria do Globo

Nivel de Ensino:Curso Cientifico, Escolas Militares, Candidatod/astibular.

Alberto Nunes Serrdo, livre docente da Cadeira ddculd Infinitésimo,
Engenheiro Civil e Gedgrafo pela Escola Nacional Efgenharia e Professor de
Matematica do Colégio Pedro Il escreveu o manfdahfise Algébrica’ para alunos do
curso cientifico, das escolas militares, candidaaos vestibular das escolas de
engenharia, quimica, arquitetura e filosofia.

Publicada em 1945, a 22 edicdo da obra contém, dsntopicos: Analise
Combinatéria; Bindbmio de Newton; Poténcias de guthios; Determinantes; Sistemas
de equacdes lineares. Regra de Cramer. Teoremaodeh® Fracdes Continuas;
Numeros Complexos; Nocdes sobre conjuntos line@asessdes; Funcdes de uma
variavel; Limites; Continuidade; Séries numéridasrivadas e diferenciais das funcées
de uma variavel; Teoremas fundamentais de Calciierddcial; Desenvolvimento em
série. Formulas de Taylor e Maclaurin; Formas leeinadas. Regra de L’Hopital,
Variacdo das func¢des. Maximos e minimos; Divisd@a@oémios e suas aplicacoes;
Méaximo divisor comum e minimo mdltiplo comum de ip6mios; Teorema
Fundamental da Algebra. Propriedade das equac@&és;des entre os coeficientes e as
raizes. Raizes nulas e Infinitas. Calculo de ratmesuns e das raizes multiplas;
Funcbes Simétricas; Eliminacédo. Resultantes; ToamsfcOes classicas de uma equagao
algébrica; Separacdo de raizes reais e Aproximdea@izes, aproximadamente 723
exercicios com respostas, que abordam todos os(mtd estudados.

No prefacio o autor apresenta algumas consideragi@sto aos novos
exercicios e aos conteudos que sofreram algumasg@ies em relacdo a edicéo
anterior, entretanto salienta que nesta edica@mopyeral do trabalho ficou inalterado
em relacdo a primeira edicdo do mesmo manual. Quemtonteudo de Determinantes

nada foi mencionado pelo autor.



O capitulo sobre Determinantes composto de 37 paginsubdivido em 27
topicos, que abordam teoremas, propriedades, dééisie exemplos.

No primeiro tépico o autor apresenta o0 seguintéotesobre a historia dos
Determinantes:

A teoria dos determinantes constitui um dos alguré mais importantes da
Matemadtica, apresentando numerosas e variadaa@die. Teve sua origem
no estudo dos sistemas de equacdes lineares com. Geibniz (1646 —
1716) e G. Cramer (1704 — 1752). (p. 57)

Em seguida o autor apresenta a condicdo para qusistema linear possua

solucbes diferentes de zero, ou seja, para questams homogéneo do tipo:
a X+b, y=0
{azx +b,y=0

Admita solucéo Unica, diferente de x =y = 0 a espéo #, — ab; = 0 tem que
ser verdadeira. O autor utiliza 0 mesmo procesed g@dgressar a condicdo para que um
sistema de trés incognitas possua solucdo, a deallemominadeterminante dos
coeficientes das incognitas. ApOs apresentar esggdes, 0 autor generaliza a defini¢cdo
de um determinante relativo a matriz quadrada derom (quadro que contém n linhas
e n colunas) como a soma algébrica dos termos bjgnos a partir do produto da
diagonal principal e permutando os indices dos eftos de todas as maneiras
possiveis.

No quarto tépico sado apresentadas as notacdes detenminante. No tdpico
seguinte o autor apresenta um exemplo do desematd de um determinante de
segunda ordem e um de terceira ordem, além da Regarrus e da Regra Octdégono
Estrelado.

Quando um determinante for aplicado a resolucésistemas lineares, Serrao

recomenda que 0s seus elementos sejam represectadalsiplo indice, ou seja:

N
>

811 a - a; & - &y
8 & - & By By v Ay,
SRR . B A - A

Em seguida o autor define matriz como o conjunt® daelementos dispostos
em n linhas e n colunas utilizando a notacéo copiodindice e apresenta uma nova

definicdo para determinantes:



Chama-se determinante deafementos dispostos em um quadro que contém
n linhas e n colunas ao polinbmio que se obtérenida a soma algébrica de
todos os produtos de n fatores contendo um Un@woeaito de cada linha e
de cada coluna e atribuindo aos diferentes produtgigal mais ou menos,
conforme as permutacdes dos primeiros e segundmes$nsejam da mesma
paridade ou de paridade diversa. (p. 64).

O décimo tépico é dedicado ao estudo das prircipaopriedades dos
determinantes, 0 autor apresenta as sete propegdalolaixo, suas consequéncias,

algumas observacdes e suas demonstracoes:

O valor de um determinante ndo se altera, quandmsam as linhas pelas
colunas correspondentes, considerando a ordenvaetats elementos.
Quando em um determinante se trocam entre si dlaagpfralelas, o valor
do determinante muda de sinal.

Todo determinante que tem duas filas idénticasje n

Multiplicando todos os elementos de uma mesma gdda um numero
arbitrario k, o valor do determinante fica multildo pelo mesmo nimero.
Quando se dividem por um mesmo numero k todos emsegltos de uma
mesma fila de um determinante, ele fica dividoggse ndamero.

Todo determinante pode sempre reduzir-se a outrssuyndo uma fila de
elementos igual a unidade.

Um determinante em que sdo nulos todos os elemsiti@gios num mesmo
lado da diagonal principal, reduz-se ao seu tenimzipal. (p.66 — 70)

Nos topicos 11, 12, 13, 14 e 15 o autor apresewniefinicdo de determinantes
menores, menor complementar, complemento algébn@ipdo para determinar o
namero de menores de um determinante e define tadjuthe um determinante,
respectivamente, sendo este ultimo dividido em pig#tes nas quais sao apresentados
os teoremas resultantes da definicdo de adjurdtzgias exemplos dos mesmos.

Em seguida o autor apresenta as consequénciasumaagaplicacbes dos

teoremas apresentados anteriormente:

Um determinante no qual todos os elementos de @da fila, exceto um,

sdo nulos, reduz-se ao produto desse elemento ul&o pelo adjunto

correspondente;

Quando os elementos de uma determinada linha @ok#&o formados por
somas d um mesmo nimero m de elementos, o detetminansiderado

decompBe-se em uma soma de m determinantes, gb&idsesciando as
diferentes parcelas da linha (coluna) composta @ mdemais linhas
(colunas) simples;

O valor de um determinante ndo se altera, quana@sos aos elementos
de uma mesma linha (coluna) os de varias outrasadin(colunas)

previamente multiplicados por numeros arbitrarfps7).



O autor define produto de dois determinantes demaesdem no tépico 19 e no
topico 20 mostra que para calcular o produto de deierminantes de ordem diferentes
basta elevar adequadamente a ordem do determidantaenor ordem. Além das
definicbes, o autor apresenta exemplos e demofssalp conceito estudado.

Para finalizar a primeira parte do capitulo o awdpresenta o Teorema de
Laplace: um determinante pode ser desenvolvido neEgws elementos de uma
determinada linha ou coluna.

Na segunda parte, intitulada “Determinantes Notdya autor utiliza quatro
topicos (entre 0 24 e o 27) para definir e apresemeixemplos dos seguintes

Determinantes:

» Determinante de Vandermonde;
* Determinante adjunto;
» Determinante reciproco;

* Determinante simétrico.

O autor finaliza o capitulo com 40 exercicios refées ao capitulo sobre
Determinante. Todos os exercicios sao seguidosakersspostas e em alguns deles ha,
inclusive, alguns comentarios feitos pelo autor. eercicios que pedem provas ou

demonstracdes ndo contém respostas.

Destacamos que inicialmente o autor apresentatiagecondicdo para que um
sistema possua solucédo, a definicdo de um detemieirtie segunda e terceira ordem
para, entdo, apresentar uma definicdo geral dendiesmtes. Além disso, vale ressaltar
que o autor apresenta duas definiches para mattigezminante, segundo a notacao
adotada para os seus elementos (letras diferesgeglas de um indice ou letras iguais
com duplo indice). Quando a teoria dos determa@safior aplicada a solucdo de
sistemas o autor recomenda o emprego da notagcdoduapho indice, sendo esta a
notagdo adotada por ele entendemos que o contaielonihantes € abordado com o
objetivo de aplica-lo a sistemas lineares. Tal rditeento € reforcado pelo fato de,
diferentemente dos outros autores, o contetudo Datantes ser introduzido por sua

aplicacao na verificacdo da existéncia de uma 8olpara um sistema de equagoes.

Livro : Licbes de Algebra e Andlise



Autor: Bento de Jesus Caraca
Edicao: 23; 42

Ano de publicac&o0:1945; 1959
Editora: Tipografia Matematica, LDA.

Nivel de Ensino:Ensino Superior

O manual "Licbes de Algebra e Andlise” escritogpptofessor Bento de Jesus
Caraca foi desenvolvido com base nas suas aulastradas no Instituto Superior de
Ciéncias Econbmicas e Financeiras, sendo a 28dighes, as quais dispomos em nosso
acervo, publicadas, respectivamente, nos anos4teel 8959.

A obra é dividida em duas partes. A primeira, utdidla “NUmeros”, aborda,
entre o capitulo | e IX, os tdpicos: Numeros NagyrdlUmeros Racionais; Numeros
Relativos; Os conjuntos (I) R e (P); Numeros Reais; Numeros Complexos.
Fundamentos da teoria e Numeros Complexos. Repagdengeomeétrica. Na segunda
parte, intitulada “Algoritmos de Simetria”, sdo &snde estudo os contetdos: Analise
Combinatéria. Substituicdes; Teoria dos DetermiemintAlgebra das Matrizes;
Caracteristica. Equacdes Lineares; Matrizes ESpedieansformacéo e Determinantes
Especiais.

O décimo primeiro capitulo, dedicado ao estudoRisterminantes, € composto
por 15 péaginas, sendo essas divididas em 10 “@do&jr onde o autor aborda os
seguintes temas: historia do contetdo; definicOeserminantes de 22 e 32 ordem;
primeiras propriedades; menores; desenvolvimentbspenenores; propriedades
resultantes do desenvolvimento pelos menores; geva abaixamento de ordem;
produto de Determinantes. Ao final do capitulo tom@presenta algumas indicacdes
bibliograficas. Caraca retorna o estudo sobre Deitentes no capitulo XV do mesmo
manual, onde sdo apresentadas as definicbes aquages de alguns Determinantes
Especiais.

No paragrafo dedicado a histéria do contetdo oraytieesenta o seguinte texto:

A origem da teoria dos determinantes remonta aglsedV/Il. G. W.

Leibniz (1646 — 1716) na Alemanha e Seki Shinsukev& (1642-
1708) no Japao, estudando, na mesma época, prabkamelhantes
da teoria das equacbes lineares tiveram necessitladmnsiderar

bY

certas expressdes definidas a custa dos coefisielae incognitas,



expressodes essas a que mais tarde, segundo Kult's @& 77-1855),
se havia de chamar determinantes.

No século XVIII foram eles objecto de aturadaudst sobretudo por
parte de G. Cramer (1704-1752), E. Bézout (173@BL7®. S.
Laplace (1749-1827), A. T. Vandermonde (1935-1796).

No século XIX, a sua teoria consolidou-se ddfiarnente, depois
dos trabalhos sistematicos de A. L. Cauchy (17&F1& K. G.
Jacobi (1804-1851). (Caraca, 1959, p.225)

O capitulo seguinte: “Algebra das Matrizes”, con@rpaginas divididas em 16
paragrafos, que abordam os temas: Definicdo deanatrmas lineares. Dependéncia e
Independéncia linear; Sistemas de equacdes lineandstituicdes lineares; Primeiras
definicbes; Igualdade; Adicdo matricial; Produto tmegal (matrizes quadradas);
Algebra das matrizes escalares; Multiplicacdo domatiz por um nimero; O problema
da comutatividade; Produto matricial (matrizes mgtdares); Submatrizes.
Multiplicacdo por blocos; Matriz Inversa; Potenéace Produto de substituicoes
lineares.

O autor inicia o capitulo com a seguinte definighoo matrizes retangulares:
“Chama-se matriz rectangular desses m*n numerdes dilementos da matriz, ao
conjunto ordenado deles, dispostos em m linhasadumas”. (p.260).

Prosseguindo o estudo, para definir forma lineaayimr apresenta a definicdo
de variavel: “Da-se o nome de variavel ao simbefresentativo dos elementos dum
conjunto qualquer de numeros” (p.262). Chamamotioerde forma linear nas n

variaveis X, Xo,..., % a expressdo analiticay=a,x, +a,x, +---+a,X,, onde
a,,q,.. a,sao os coeficientes da forma.

Em seguida o autor apresenta alguns conceitos soétemas de equacdes
lineares e substituicdes lineares. Exemplos:
a) Equacdo linear: 5% 6xy + 5y = 8

- 1 1
b) Substituindo x po— (X —-Y)e y por— (X +Y) podemos representar a
J2 J2

~ : . Y? .
equacdo anterior de forma mais simples? +7:1. Esse processo é

denominado substituig&o linear.

O quarto paragrafo é dividido em duas partes. M #g intitulada “Matrizes”,

sdo apresentadas algumas defini¢cdes referentestazeas:



* Matriz identidade;

* Matriz diagonal;

* Matriz escalar;

» Determinante associado;

* Matriz singular e ndo-singular.

Na parte B, “Substituicdes lineares”, o autor agméss alguns conceitos sobre o

tema, dentre eles:

* Moddulo da substituicdo linear (determinante asstacamatriz A);
* Quando a matriz de uma substituicdo linear € dialgahzemos que a
substituicado linear € uma multiplicacéo;

* Quando a matriz € escalar dizemos que a multigicacsimilar.

Em seguida, nos paragrafos 5, 6 e 7, o autor dgfusddade, adicdo e produto

entre duas matrizes:

1. Duas matrizes A e B sdo iguais, A = B, quando:
((a9) = ((by) as = bs, r=1,..., m e s=1,..., n; onde {ne ((hsy)) representam,
respectivamente, as matrizes A e B.
Como consequéncia da definicdo, temos que o domdeigualdade de matrizes
possui as propriedades reflexiva, simétrica e itigas

2. A matriz C = ((&)) & a matriz soma das matrizes Ae B se s=@s+

brs. Consequéncias da definicdo de soma de matrizes:

* O conjunto das matrizes de ordem n é fechado expaela adicao;
* A adicao possui as propriedades: unicidade, ags@mcomutativa,
* A matriz nula é elemento identidade em relacadgaad

« Existe uma matriz tal queA+ A' =Q

» O conjunto das matrizes é um grupo abeliano emg&ela adicéo.



3. Denominamos produto de duas matrizes A e B de omlemmatriz C,

onde:c = Za,kbk,S r,s=12---,n. O produto entre a matriz A e B € representado por
k

A.B

O produto de matrizes possui as seguintes propiesda

* O conjunto de matrizes é fechado em relacédo aphoécao;
* Unicidade;

* Associativa,;

» Distributiva em relacao a adi¢ao;

» O elemento identidade € a matriz identidade;

* D(A.B) =D(A).D(B); onde D é o determinante da nmatr

No oitavo paragrafo sdo apresentadas algumas edagies das matrizes

escalares, ou seja, considerando as duas matszases:

k O 0 Il O 0
k 0 | 0
S = S =
0O O k 0O O
Temos que:
1 S +§ =8,
2. §.§=5,

O autor afirmar, entdo, que o conjunto de matriegesalares € um anel e,

portanto, possuem as seguintes propriedades:

O anel das matrizesy $do tem divisores de zero e, se o caigor
comutativo, €-o0 também.

(...) tem elemento inverso.

(...) € um corpo que € comutativo ou ndo conforrfeg 0 corpo dell .

O corpo [l e o corpo dos definidas com elementos de sédo isomorfos.
(p. 273 - 274)



Apos definir o produto entre duas matrizes quaabadautor apresenta, no nono
paragrafo, a multiplicacdo de uma matriz por um enam

Sejam k e @nimeros pertencentes a um cofpotemos:

k{(a,))=(ka))

Tal operagao possui as seguintes propriedades:

* Unicidade.
e Se k=0 ou A= ((0)) entdo k*A = ((0)), como o corpondo admite
divisores de zero, de k*A = ((0)) podemos conatie k=0 ou A = ((0)).

e Sel pertence d] entéo:
(k+1).A=kA+l.LA e k.(.A)=(kl).A

Finalizando o nono paragrafo, Caraca define congiiméinear entre matrizes: a
matriz B € combinacdo linear da matriz A se podemggsesentar B da seguinte

maneira:

n

B=Yk * A
=1

O décimo paragrafo, intitulado “O problema da catiuidade”, trata dos casos
particulares onde a propriedade comutativa é vdlada o produto entre duas matrizes,

sendo esses:

L A*((0)) = ((0)) *A = ((0))
2. A*E = E*A = A; (onde E € a matriz identidade)
3. S*S)=S§*Sk

Em seguida, o autor apresenta o seguinte Teoremantiatacao:

Seja X = ((x)), r, s = 1, 2,..., n uma matriz qualquer definfdan corpo
comutativo (] e seja A outra matriz definida no mesmo corpo. &digdio
necessaria e suficiente para que a matriz A sefayt@vel com todas as X
gue A seja escalar. (p. 276)



No paragrafo seguinte o autor generaliza a déftnapresentada para o produto
de matrizes quadradas para o produto de matrisgudares, entretanto, destaca que a
operacdo (A.B) sO é possivel quando o numero thedinle A for igual ao nimero de
colunas de B e apresenta, por fim, a represen@edon sistema de equacdes lineares
em termos de produto matricial.

Em seguida, Caraca apresenta o conceito de subssatmuito utilizada e
importante, segundo o autor, para resolver proldedaamultiplicacdo entre matrizes.
Sejam A e B matrizes multiplicaveis, basta fazeasubdivisdo qualquer das linhas e
colunas de A em submatrizes ou blocos e uma s@dianaloga nas colunas e linhas
de B e o produto A.B pode obter-se pela lei de iplidacdo aplicada a subdivisdo em
blocos.

No paragrafo 13 o autor define matriz adjunta eseguida, apresenta definicdo
de matriz inversa.

Se a matriz A é ndo singular, chama-se matriz &% de A a matriz de

elemento gerab,, :i, ou seja:
D(A)
A=A payzo
D(A)
Propriedades:
. A=_L o , onde A' é a matriz adjunta;
D(A)

« AA =AA=E;

* As matrizes nao singulares formam um grupo, em gémabeliano, em relacao
a multiplicacao;

« (AB.--K.L) =L'K'..-B"A

Dando continuidade ao estudo, Caraca apresentnicéle de Potenciacdo de
uma matriz, ou seja, considerando uma matriz A eamero natural n, temos qué &

o produto de n fatores iguais a A.



Propriedades:

* Unicidade
° Am .An — Am+n
° (Am)n - Am. n

« (AB)"=A.(B.A"B
» Se A e B sdo permutaveis: (A'B) A".B"
. (Al)n — (An)l

Finalizando o capitulo sobre Matrizes, o autor sgméa 0 conceito e as
propriedades sobre o Produto de substituicOesrésealestaca algumas obras que
abordam a Teoria das Matrizes (tais como: Deternsnand matrices (1939), The
Theory of Matrices (1933), The Theory of Determinarigtrices and Invariants
(1929), entre outros) e propde, por fim, oito el@os sobre os tépicos estudados.

Entretanto, o estudo sobre matrizes nao € finalizegtalo em vista que no
capitulo XIV o autor apresenta algumas Matrizes & (considerando agora a
possibilidade de seus elementos serem ndimeros exos)) dentre elas:

* Matriz Transposta (matriz A’ que obtemos trocanddeoadamente as
linhas com as colunas da matriz A);

» Matriz Simétrica e Hemi-Simétrica, (A’ = A e A’ A; respectivamente);

» Matriz Conjugada (matriz obtida através da substituicdo dos elementos
de A, a, =a, +iB,, pelo seu conjugado = a5 —18,);

s

* Matriz Associada (representada por A* € a conjugdaldransposta da
matriz A, ou seja, A* = Y);

* Matriz de Hermite (representada pela letra H é imgue € igual a sua
associada);

* Matriz Unitaria (a matriz U é unitaria, quando $onersa for igual a sua
associada: U= U*);

» Matriz Ortogonal (uma matriz é ortogonal quandmiéuia e real);

* Normas Matriciais (denominamos normas matriciaisdaas matrizes
A* A e AAY):;
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* Matriz Normal (uma matriz € normal quando suas duasmas

matriciais, apresentadas no item anterior, sdasjua

Dando continuidade ao estudo, o autor apresentapasacbes de adigéo,
multiplicacéo e inversdo aplicadas as matrizesndkfs anteriormente, ressaltando as
especificidades dessas operacdes com numeros camnphgpresenta, em seguida, um

estudo sobre Transformacao e Semelhanca.

Conforme podemos verificar no paragrafo abaixoaGaraborda a teoria das
matrizes com o objetivo de aplica-la a Teoria deaedes lineares e as substituicoes

lineares:

O estudo prévio da teoria das matrizes permitirdapto ndo sé obter

propriedades da teoria das equacdes lineares asdsubistituicbes lineares
como ainda por em evidéncia as suas propriedadesnso Obter-se-a assim
simultaneamente uma economia de trabalho e pensamema unificacdo

estrutural das duas teorias. (p.265).

O capitulo sobre “Matrizes” é finalizado com oiteeecicios sobre os topicos

estudados.

Ressaltamos que na 22 edi¢do o autor utiliza odémppara indicar o inicio de
uma pergunta. Vale ressaltar, também, que o autotaadiferentes notacdes para
representar uma matriz inversa, no mesmo livragapstulo Xl (Algebra das Matrizes)

a notacéo utilizada é'& no capitulo XIV (Matrizes Especiais)'A

N&o foram notadas grandes diferencas entre as e@igées analisadas. A
apresentacdo e a ordenacdo dos tépicos néo fotaradals, mantendo, inclusive, o
conteltdo abordado em cada pagina, até mesmo asGe®propostos continuam o0s
mesmos.

Esta obra, publicada em 1959, é estruturada conoraadem a determinantes
precedendo a teoria das matrizes. Tais conteudoamdizram 63 paginas enquanto que
para o topico posterior, equacgles lineares, forlimadas 51. Caraca d4 destaque a
Matrizes e Determinantes ao concluir sua obra comestudo sobre casos especiais
destes conteudos.

Cabe destacar, por fim, que este autor € o Unictvedes estudados neste NO0Sso

trabalho que trata da possibilidade dos elementas matrizes serem numeros



complexos. Tal estudo parece estar vinculado azaéal na parte inicial da obra onde

0 autor tratada de questdes sobre 0s conjuntosrinasé

Livro : Curso de Matematica
Autor: Algacyr Munhoz Maeder
Edicdo: nio consta.

Ano de publicac&o:1947
Editora: Edicdes Melhoramentos

Nivel de Ensino:Segundo ano do Curso Classico e Cientifico

O manual Curso de Matematicd, escrito pelo professor Algacyr Munhoz
Maeder e publicado em 1947, aborda os conteudessfme pelo programa oficial do
Ensino Secundario posto em vigor pela Reforma Capanem 1942. Desenvolvido
para a segunda série do Curso Classico e Cientifisotopicos trabalhados séo:
Progressdes Aritméticas; Progressfes Geométriaagd\Nde funcdo exponencial e de
sua funcdo inversa; Teoria dos Logaritmos; Resolud@&o algumas equacdes
exponenciais; NogOes sobre anélise combinatérinprBio de Newton; Teoria dos
Determinantes; Aplicagdo dos determinantes aoenséd lineares; Nocbes sobre
fracbes continuas; Nocdes sobre geracdo e clagsiicdas superficies; Estudo do
cilindro e do cone; Estudo da esfera; Vetores; Bogje; Generalizacdo das nocdes de
arco e de angulo; Funcbes circulares ou trigonocaétr Redugcdo ao primeiro
quadrante; Relacdes entre as funcdes circularasdenesmo arco; Transformacoes
Trigonométricas; Uso das tabuas Trigonométricas; HopsagTrigonométricas;
Resolucdo de triangulos retangulos; Resolucdo dngulos obliquangulos e
Aplicacdes imediatas a topografia.

O capitulo VI, destinado ao estudo dos Determiesnpossui 24 paginas,
sendo dividido em trés topicos, com 32 proposigéaese a 106 e a 138), que aborda
todo o conteudo.

O primeiro tépico, intitulado “Teoria dos Determitesi, trata inicialmente do
conceito de permutacdes e inversdes. Em seguidajdviaefine matrizes como um
“quadrado constituido pelo conjunto m*n elementtispostos em m linhas horizontais

e n linhas verticais” (p.101). Para representaelesnentos de uma matriz, o autor



adotou a notacdo onde os elementos séo indicadasy@Unica letra seguida de dois
indices um superior (indicando a coluna) e um iafgindicando a linha).

Apos definir matriz quadrada na proposicao 112jtoradefine determinante, na
proposicao 113, como “a soma algébrica dos produiesse obtém efectuando todas as
permutacdes dos indices superiores do termo paficip..] (p.102). Apds essa
definicdo, o autor apresenta o método para calautardeterminante de segunda e
terceira ordem e a Regra de Sarrus, finalizandon@zepa parte com um exemplo onde
aplica tal regra.

Intitulado “Propriedades dos Determinantes”, o selgutopico € o momento
onde o autor apresenta e demonstra as propriedadegeterminantes, além de definir
menores de um determinante, menor complementar,plearento algébrico e
apresentar o Teorema de Laplace e suas consequéncias

Em seguida o autor apresenta um método para dimamuirdem de um

determinante:

Reduzem-se a unidade os elementos de uma linhgasda zero esses
elementos, com excepcdo de um deles; em seguida-&e 0 produto do
elemento n&o nulo pelo respectivo complemento algek{p.115).

A segunda parte é finalizada com a definicdo e wem@lo de produto de

determinantes, o qual é definido a partir da miidgao de duas matrizes.

No terceiro e ultimo topico, intitulado “Determirtas Particulares”, o autor

define e apresenta exemplos dos seguintes deten@sna

» Determinante Simétrico (os elementos dispostos teEcamente em
relacdo a diagonal principal s&o iguais);

» Determinante Hemissimétrico (os elementos da dalgprincipal séo
iguais a zero e 0s elementos simétricos opostos);

* Determinante de Vandermonde (determinante formadoas poténcias

sucessivas de zero a n-1 de n nimeros).

O capitulo é finalizado com uma lista de 20 ex@si envolvendo todas as

propriedades e definicdes estudadas.



No capitulo seguinte, como o titulo “Aplicacdo dleterminantes aos sistemas
de equacdes lineares” nos revela, o autor utikzdescontetdo apresentado no capitulo
anterior para resolver e discutir sistemas linedPasa tanto o autor apresenta a Regra

de Cramer e Teorema de Rouché.

O autor aborda diversos conteudos da Teoria dosrietntes, dentre eles
destacamos o produto de determinantes, o qualigidiefr partir do produto de duas

matrizes.

Livro : Algebra

Autor: Irmao Isidoro Dumont
Edic&o: néo consta.

Ano de publicac&o:1947
Editora: Paulo de Azevedo Ltda

Nivel de Ensino:Ciclo Colegial e admiss&o as Escolas Superiores.

O Irm&o Isidoro Dumont, licenciado em Matematigéciou sua carreira em
educacdo no ano de 1902, porém no mesmo ano deldigar-se a realizacdo do
projeto de instalacdo de uma filial brasileira DE tornando-se o principal propulsor
da editora no Brasil, através da qual publicou dive livros de algebra, aritmética,
geometria e trigonometria.

O livro “Algebra” faz parte da Colec&o de Livrosdaticos da FTD, publicado
em 1947. Desenvolvido para o ciclo Colegial e gaeimissdo as Escolas Superiores,
aborda os seguintes contetdos: Célculo Algébricoa&fps do 1° e 2° Grau; Andlise,
combinatéria — Binbmio e Aplicacdes determinatqridsnite — Sucessdes — Séries;
Progressdes — Logaritmos Juros Compostos — Anwsd@rkrivadas e funcdes; Teoria
das Equacbes Algébricas, tais conteudos definenlJaglddes” nas quais a obra é
divida, cada uma delas subdividas em capitulosst@e de determinantes encontra-se
no capitulo Il da Unidade V — Analise, Combinatéra Binbmio Aplicacdes

! Editora Frere Théophane Durand, inaugurada ndlEmas1902, na cidade do Rio de Janeiro.
A editora publicou diversos livros para as escotdsélicas, normais e preparatorias.



determinatérias. Para este estudo sao utiliza@apa®inas, divididas em quatro
paragrafo§ esses divididos em proposicoes.

No primeiro paragrafo, intitulado “Definicbes eirmipios gerais” Dumont
enumera as proposicoes 442 a 451 para apresenfaquano texto sobre a utilizacédo e
importancia da teoria dos determinantes para a ge@manalitica e para trabalhar com
0s seguintes conceitos e definicbes: permutacOeseesdes, processo pratico para
verificar 0 numero de inversbes e a classe de umernyiacdo, definicdo de
Determinantes, métodos para encontrar a ordemaedgaenvolver um determinante e a
Regra de Sarrus, além de apresentar alguns teoscoaaslarios.

O método pratico apresentado para encontrar o mieherinversées de um
grupo, se baseia em fazer todas as combinacdewgiessos elementos desse grupo,
por exemplo:

Sejam 0s numeros:

1234567
elementos de uma permutacédo principal. Permutessks elementos, obtemos:
5327461
Fazemos um quadro das combinacdes dos 7 algarisdms a dois.

Combinando os cada elemento com os elementos seguin

53 32 27 74 46 61
52 37 24 76 41

57 34 26 71

54 36 21

56 31

51

Feitas as combinacdes dos elementos, o autor ngeefaeber que, dentre elas,
12 sdo o que ele caracteriza como inversdes, a geagndo o primeiro algarismo é
maior que o segundo. Como o nimero de inversdas & permutacao é considerada de
primeira ordem, ou seja, positiva.

Considerando um quadro corh @lementos dispostos em n linhas e n colunas

como o apresentado abaixo, o autor define:

% Assim como no livro do Serrasqueiro, o autor z4ilo sinal § para dividir o texto em trechos
referentes a um item do assunto abordado.



Chama-se determinante destésndimeros, a soma algébrica de todos os
produtos que se podem efetuar, tomando-se em icddad em cada coluna
como fator um elemento e um s6. Cada um destesifooé um termo do
determinante. Cada termo deve ser precedido dd simau do sinal -,
conforme a classe da permutacao apresentada pextesneos do termo (...).

(p. 369)
a b o n
a b2 c2 -+ n2
a bz cs3 N3
an bn G Mn

O indice, que acompanha a letra, representa a tiahelemento e a letra, pela
sua ordem alfabética, indica a coluna a qual o ehonpertence.

As letras acompanhadas de seus indices sdo osnétento determinante e o
quadro dos elementos éretriz.

O termo formado pelos elementos da diagonal queedda esquerda para a
direita € denominado termo principal do determieaNb exemplo anterior temos que o
termo principal é: @,Cz...n,.

Além de representar um determinante colocandoadrgude seus elementos, ou
matriz, entre dois tracos verticais, podemos remidslo através do simbolo de

somatorio:
z +aib2c3

Para desenvolvermos um determinante permutamdstras, sem mexer nos
indices, de todas as maneiras possiveis e a aatla damos o sinal + ou — conforme a
ordem da permutacdo. A soma algébrica desses tesem®d® valor do determinante.

Entretanto para determinantes de 32 ordem podetiliaarua Regra de Sarrus,
onde a direita da 32 coluna, copiamos as duas jpaisnelunas e multiplicamos 3 a 3 0s
elementos que, assim dispostos, formam as seisrdiey Conserva-se 0 sinal das 3
diagonais que descem da esquerda para a dire@memos o sinal das outras.

Concluindo o primeiro paragrafo € apresentadasaluedo de dois exemplos

aplicando-se a regra de Sarrus.



O segundo paragrafo é dedicado ao estudo dasigutages dos determinantes,

0 autor utiliza as proposi¢cdes 452 a 459 para eauacdemonstrar as propriedades:

Um determinante ndo se altera quando se permutdinin@acom a coluna
de mesma ordem.

Num determinante, trocando, uma pela outra, daésdi ou duas colunas, o
determinante muda de sinal.

Um determinante é nulo quando tem duas linhas as dolunas idénticas.
Um determinante pode sempre ser desenvolvido segosicelementos de
uma linha ou de uma coluna.

Multiplicando-se ou dividindo-se por um mesmo nuonedos os elementos
de uma mesma linha ou de uma mesma coluna de wmmilednte, ele é
multiplicado ou dividido por este nimero.

Um determinante ndo se altera quando se multigicase divide cada
elemento de uma linha ou de uma coluna por uma megmntidade,
contanto que, fora dos tracos verticais, se dividas multiplique o
determinante por esta quantidade. (p.372 — 375)

Intitulado “Determinantes menores” no terceiro geafo 0 autor enuncia, nas
proposicdes 460 a 466, a definicdo, propriedadesiseqiéncias de tal topico.

Um determinante menor é obtido pela supressdonerdaterminante qualquer,
de uma de suas linhas e uma de suas colunas.Baseamrtacédo, quando seus elementos
sao expressos por letras diferentes seguida deunmlike, é feita através da letra, em
maiuscula, da coluna suprimida acompanhada peleinda linha eliminada. Por
exemplo, G é o determinante menor que obtemos ao eliminaluaa c e a 42 linha.

O autor apresenta neste paragrafo varios teoredesmsre eles o atribuido a
Laplace: Um determinante pode ser obtido multiplittacada elemento de uma linha
ou de uma coluna com o determinante menor corregmb®, tendo sinal + ou —
conforme o menor correspondente for par ou impar.

Ordenando em relagéo aos elementos da 18linfemobt

A= gA1+bB1+ciCi+... 4Ny

Em seguida sdo apresentadas algumas consequémdiasréma de Laplace:
* Podemos calcular um determinante desenvolvendaessivamente.
e Ao multiplicarmos os elementos de uma linha (cojupelos determinantes
menores correspondentes aos elementos de outra btohcoluna, obtém-se um

determinante nulo.



« Se 0s elementos de uma linha ou coluna de um datarte sao polinbmios
compostos de p termos, o determinante propostecina algébrica d p determinantes
de elementos simples.

« Nao alteramos o determinante quando somamos a imha (coluna) os
elementos de outra linha multiplicados por uma tzons.

e Para calcularmos um determinante, podemos atragésothas e subtracdes
sucessivas reduzir a zero todos os elementos ddinin@aexceto um; o determinante
reduz-se a um menor; aplicando o mesmo processheg@rmos a um determinante de
22 ordem.

O capitulo € concluido com um estudo sobre equagiemes, onde o autor
utiliza os conceitos anteriormente apresentadas $@ucionar sistemas lineares, pois,
segundo Dumont, “a teoria de determinantes forngsemeio simples e elegante de
discutir e resolver um sistema”. (p. 387).

O livro é finalizado com exercicios dos conteludgsesentados. Sao 45
exercicios de determinantes que abordam todosrastestudados e 30 exercicios nos
quais o autor sugere 0 uso de determinantes pai@®str equacoes lineares.

Livro : Curso de Matematica
Autor: Algacyr Munhoz Maeder
Edicao: g2

Ano de publicac&o:1958
Editora: Edigdes Melhoramentos

Nivel de Ensino:Segundo ano do Ciclo Colegial

O livro Curso de Matematica, escrito pelo profesSigacyr Munhoz Maeder,
aborda os conteudos da 22 série do “Ciclo Coleghatialise Combinatéria simples;
BinOmio de Newton; Determinantes, Sistemas Lineafdecdes sobre vetores,
projecbes, arcos e angulos, linhas e relagdes noigétricas; Transformacdes
Trigonométricas em geral, equacbOes trigonométricasiplas e Resolucdo
trigonométrica de triangulos, sendo a 82 edicadigada em 1958.

Logo no inicio do livro, o autor apresenta o Plateo Desenvolvimento do
Programa Minimo para a 22 série do Ciclo Colegal.tal programa consta na parte de

Determinantes o0s seguintes topicos: Determinanteatazes quadradas, propriedades



fundamentais. Regra de Sarrus. Determinantes ngend@esenvolvimento de um
determinante segundo os elementos de uma linhaotunac Transformacédo dos
determinantes. Abaixamento da ordem de um detememsela regra de Chio.

O terceiro capitulo, composto por 23 paginas, festilado ao estudo dos
Determinantes, subdivido em 29 topicos, entre e 4.

O autor inicia o capitulo com um texto onde apres@fguns fatos histéricos
sobre os determinantes. Em seguida define matritiznguadrada, determinantes,
apresenta as observacfes quanto ao numero de teenws determinante, desenvolve
um determinante de segunda e um de terceira ordénmaleza a primeira parte do

capitulo com a Regra de Sarrus com um exemploalagicacao.

A segunda parte do capitulo intitulada “Propriedadi®s Determinantes”,
contém os topicos 51 ao 55 nos quais 0 autor emuacdemonstra as seguintes

propriedades dos determinantes:

Um determinante ndo se altera quando se trocammaddenente as filas
pelas colunas.

Se todos os elementos de uma linha sdo nuloseonieainte é nulo.
Multiplicando-se ou dividindo-se todos os elemerdesuma linha por um
namero, o determinante fica multiplicado ou divajbr esse nimero.
Trocando-se entre si duas linhas paralelas de tenndi@ante, este muda de
sinal.

O determinante que tem duas linhas formadas decatescorrespondentes
iguais é nulo.

O determinante que tem duas linhas formadas decatescorrespondentes
proporcionais é nulo. (p. 39 — 40)

Em seguida apresenta um exercicio numeérico em gieegeea reduzir todos 0s
elementos da primeira fila a um, a partir das pegiades anteriormente apresentadas.

Dando continuidade ao estudo o autor define mendeesim determinante,
menor complementar, complemento algébrico, aprasenfeorema de Laplace e as
consequéncias de tal teorema, que sdo apresertadus corolarios. Em seguida
apresenta o0 método para abaixar a ordem de umnuedémte e a regra de Chid,
seguidos por exemplos.

Maeder define o produto de determinantes a pastiprdduto de duas matrizes

de mesma ordem:



Dadas duas matrizes de ordem n, chama-se prodssasiduas matrizes a
matriz de mesma ordem que se obtém formando todogradutos dos
elementos das filas da primeira pelas segundaS0jp.

O capitulo é finalizado com o estudo de dois ddateanies especiais, 0
determinante simétrico e o determinante de Vandedeno

Os exercicios sobre determinantes sdo bastant®sclaemelhantes aos
exemplos dados no transcorrer do texto ou sao aspaplecacdes das propriedades
estudadas.

Nesta obra Maeder inclui tépicos da Teoria dos Detentes que nao sao
trabalhados no livro de sua autoria que analisamtesiormente (“Algebra Elementar —
Equacdes e problemas algébricos”, publicado em 19@8)re eles: Propriedades dos
Determinantes, Regra de Chio, Produto de Deterrtésam Determinantes Especiais.
Tal inclusdo nos mostra a importancia dada ao cdotBéterminantes nesse manual.

Vale ressaltar que o autor utiliza o conceito dé&riempara definir determinantes
e produto de dois determinantes.

Destacamos que o manual contém todo o conteldasfrepelo programa

oficial da 22 série do “Ciclo Colegial”, apreseramklo autor no inicio do livro.

Livro : Matematica

Autor: Ary Quintella

Edicédo: 32

Ano de publicac&o:1959

Editora: Companhia Editora Nacional — Sdo Paulo

Nivel de Ensino:Segundo ano do Ciclo Colegial

Ary Quintella, professor catedratico do ColégioiMdi, escreveu diversos livros
de matemética para todos os niveis de ensino. & ‘dleitematica” desenvolvida para
alunos do segundo ano do colegial, aborda os adogggrevistos no Programa Oficial
destinado a tal nivel, sendo a 32 edi¢cao publinadano de 1959.

Dividido em duas partes, o0 manual aborda os contedd curso de Algebra e
Trigonometria. A primeira parte dedicada ao estudoAthebra € dividida em trés

unidades onde sao trabalhados os temas: Andliséi@atbria Simples, Bindbmio de



Newton, Determinantes e Sistemas Lineares. Os @ssWetores, Funcdes Circulares
Diretas, Arcos de Extremidades Associadas e suasalpkes, Operagbes com arcos,
Célculo por Logaritmos, EquacBes Trigonométricas esoRedo de Triangulos
compdem a parte de Trigonometria. As unidades sdaliZadas com listas de
exercicios propostos pelo autor.

A unidade dedicada ao estudo dos Determinantegididdi em oito tdpicos, o
primeiro intitulado “Definicdes” que é iniciado caandefinicdo denatriz: “Dadosm n
elementos, chama-seatriz ao quadro formado com esses elementos dispostas em
linhas e n colunas” (p.41). Em seguida, o autorndefnatriz quadrada, diagonais e
apresenta o método para encontrar a ordem de utna ateavés do numero de linhas e
de colunas da mesma.

Exemplo: A matriz a seguir é de terceira ordem, possui trés linhas e trés

colunas:

R
KRS =y
£ O .0

Determinante de uma matriz quadrada é definido ctaneoma dos produtos
distintos dos elementos da matriz, tomados n ale,;raodo que em cada produto figure
um unico elemento de cada linha e de cada coluead® cada produto o sinal + ou —
[..]". (p.42)

Observacédo: Podemos obter os produtos que entram na formagio d
determinante permutando as letras e fixando osdaddos elementos da diagonal
principal. Denominamos o0 produto dos elementos idgodal principal de termo
principal.

Quintella utiliza o simboloA (delta) para representar um determinante e
apresenta as trés notacdes que podem ser utilipadasepresenta-lo:

1) Escrevendo a matriz entre duas barras:

a b
a b

A=

2) Indicando a soma dos termos derivados da diagoinaipal:



A=%ab,

3) Escrevendo o termo principal entre duas barras:
A=lab, |

Segundo Quintella, é facil utilizar a definicdogaalcularmos um determinante
de segunda ordem, pois s6 ha dois produtos: daormhhgrincipal e da diagonal
secundaria. Para calcular o determinante de umaznds terceira ordem, o autor
apresenta a Regra Pratica de Sarrus, onde repetabasxo da terceira, as duas
primeiras linhas e formamos os produtos pelas di@&igoque compreendem trés
elementos. As diagonais que forem paralelas a dagwincipal terdo sinal positivo e
as diagonais paralelas a diagonal secundaria serabnegativo.

Em seguida, o autor apresenta as seguintes propeedandamentais dos

determinantes, apresentando suas demonstracdpseasl aplicacoes:

Se trocarmos as linhas pelas colunas e as colwgfas lnhas, na mesma
ordem, o determinante nao se altera.
O determinante que tem todos os elementos de larigdais a zero é nulo.
Se trocarmos de posicdo duas filas paralelas, dmraraa ordem dos
elementos, o determinante troca de sinal, mantenddor absoluto. (p. 44-
45).

No sexto tépico, o autor define determinante meadjinto ou complemento

algébrico de um elemento.
Em seguida, Quintella apresenta dois teoremas guenpser empregados para

calcular um determinante a partir dos elementagke Unica fila:

Quando os elementos de uma fila sdo nulos excetooudeterminante é
igual ao produto do elemento ndo nulo pelo respeetiljunto. (...)

O determinante é a soma dos produtos dos eleméatosa fila pelos seus
respectivos adjuntos. (p.47-49).

O segundo teorema apresentado é conhecido comonieate Laplace, que
possui varias consequUéncias importantes que podenutdizadas para facilitar o
calculo de um Determinante:

 Para calcularmos um determinante qualquer podemesendolvé-lo
sucessivamente até chegarmos a um determinantegdeda ordem onde podemos

aplicar a Regra de Sarrus.



» Ao multiplicarmos ou dividirmos os elementos de Umha do determinante, o
determinante fica multiplicado ou dividido por essenero.

* A matriz que possui duas filas paralelas propodai®n seu determinante é nulo.

» A soma dos produtos dos elementos de uma fila @EeElpsitos dos elementos
correspondentes de outra fila € nula.

* Se num determinante, os elementos de uma fila @&@assde m parcelas, ele
pode ser transformado na soma de m determinantes.

* Ao substituirmos uma fila pela sua soma com contfies lineares de filas

paralelas o determinante ndo se altera (Teorendaaibdi).

Em seguida o autor apresenta o Teorema de Jacobaloéqutilizado para
diminuir a ordem de um determinante sem alterauwovalor, ou seja, a partir de varias
operacdes, obtemos um determinante com uma fila tmebs os elementos, exceto um,
sdo iguais a zero. Neste caso, o0 determinanteogar@duto do elemento n&o nulo pelo
adjunto. A aplicagéo do Teorema de Jacobi podelseviada se utilizarmos a regra de
Chid, entretanto, tal regra sé € util quando teomselemento do determinante igual a
um.

Regra de Chié:

1° Suprime-se a linha e a coluna que se cruzam;emlk cuja classe da
sinal ao determinante.

2° Subtrai-se cada elemento do menor obtido, ouppodios elementos que

ficam nos pés das perpendiculares tracadas do riemensiderado as filas
suprimidas. (p.57).

O autor prop6e 30 exercicios nos quais, utilizansl@onceitos e propriedades
estudadas, o aluno deve calcular o valor dos datantes. Quintella da continuidade a

unidade aplicando a teoria dos determinantes allR@snde Sistemas Lineares.

Vale ressaltar que sdo tratados apenas os contsdBlos Determinantes que
facilitam o seu célculo e, conseqientemente, quédiaau na resolucdo de sistemas
lineares. Destacamos que o autor utiliza o conceiéo matrizes para definir
Determinantes e todos 0s teoremas e propriedadeseapadas sdo matematicamente
demonstradas.



Livro : Curso de Matematica

Autor: Manoel Jairo Bezerra

Edicdo: 42 e 332

Ano de publicac&o:1960 e 1976

Editora: Companhia Editora Nacional — Sdo Paulo

Nivel de Ensino:Cursos Classicos e Cientificos

O manual Curso de Matematicd escrito pelo professor Manoel Jairo Bezerra
para os alunos do primeiro, segundo e terceirodmsocursos Classicos e Cientificos,
sendo a 42 e 332 edigOes publicadas, respectivement 1960 e 1976, aborda
contetidos de Aritmética e Algebra relativos aos &dos, Geometria referente ao 1°
ano, Trigonometria para o0 2° ano e Geometria Analfiara o 3° ano.

O capitulo sobre Determinantes encontra-se na partaritmética e Algebra
indicado para o 2° ano. O conteudo € abordado gpadifas, as quais sdo divididas em
26 topicos.

No primeiro topico o autor apresenta um breve tesdtiore a origem da teoria

dos determinantes:

Apesar de ter sua origem em um problema da Algélementar, do qual ja
tomamos conhecimento no Curso Ginasial, a teoris determinantes
desenvolveu-se a tal ponto que constitui hoje ugordino de grande
importancia na Matematica pura e aplicada. (p. 118)

O autor define matriz retangular e quadrada norshme terceiro tépicos, para
entdo, no quarto topico, definir determinante de umatriz quadrada:

A soma algébrica dos produtos, dos elementos dematréz quadrada dé n

elementos, obtidos, permutando-se de todos os nmuksveis os indices
superiores dos elementos da diagonal principagnfie os inferiores, e
admitindo-se que esses produtos sejam positivoregativos, conforme os
indices superiores de seus fatores formem uma pegdade classe par ou
impar, respectivamente. (p. 119)

Tal definicAo nos indica que, Bezerra adota a notad@ matriz onde o0s
elementos sdo seguidos de dois indices um inferbartro superior:



A partir da definicdo e da notagdo de um determ@am autor apresenta, no
quinto topico, quatro conclusdes sobre o nUmereigieos de um determinante.

Em seguida sdo apresentadas, no sexto, sétimo o oi@picos, o
desenvolvimento de um determinante de segunda@rgeirdem e a Regra de Sarrus.
Destacamos que o autor apresenta dois modos qeenpsel utilizados (repetindo as
duas primeiras colunas ap0s a terceira ou repetwsdduas primeiras linhas apés a
altima).

O autor apresenta seis propriedades dos deterragnapte reduzem, com o
auxilio da definicAo de determinantes, o trabalbocéiculo de um determinante de
ordem maior do que trés.

Apo6s apresentar as propriedades dos determinaeess a definicdo do menor
complementar de um elemento de um determinantecemplemento algébrico de um
elemento de um determinante.

Propriedades decorrentes do desenvolvimento deaternginante segundo 0s
elementos de uma fila séo os temas trabalhadoépimot20 que possuiu seis dessas
propriedades. No topico 21 temos alguns exemplosaplecacdes dos teoremas
apresentados anteriormente.

Para facilitar o calculo de determinantes de ordeasiores do que trés o autor
apresenta o método para diminuir a ordem de unrrdetante, utilizando inclusive a
Regra de Chié.

No tépico 24 o autor apresenta um exemplo numélicaplicacdo da Regra de
Chié e trés exercicios resolvidos sobre Determagmmlém desses, o autor apresenta
alguns exercicios resolvidos ao transcorrer dasaptacdo do conteudo.

O topico 26 € uma lista com 34 exercicios onde éessdrio utilizar as
propriedades estudadas para calcular o valor delaterminante ou demonstrar uma
igualdade. Ao final do capitulo, podem ser encaasaas respostas de todos 0s

exercicios.



Para nossa pesquisa, vale ressaltar nesta obisqu29 edicdes publicadas em
apenas 16 anos. Além disso, destacamos que saaspasianodificacdes encontradas
entre a 42 e 332 edi¢Bes, dentre elas a quantitadgercicios propostos que passa de

31 para 34. A apresentacdo do conteldo ndo éddtera

Livro : O Calculo de Matrizes

Autor: Harry Farrer

Edicdo: néo consta

Ano de publicac&o:1960

Editora: Universidade de Minas Gerais

Nivel de Ensino:Ensino Superior

O manual “O Caélculo de Matrizes”, escrito pelo egfpssor da Escola de
Engenharia da Universidade de Minas Gerais, HarryeFafoi publicado em Belo
Horizonte, no ano de 1960. Tal obra foi desenvoladsedido dos alunos do curso de
Engenharia Mecanica e Eletricidade. Dividido em qua#apitulos, o manual aborda os
conteudos ministrados por Farrer no decorrer dosocuiCalculo de Matrizes”,
entretanto, segundo o professor, no livro o asséntabordado de maneira mais
completa, incluindo demonstracdes que ndo sac feitente as aulas.

O primeiro capitulo, composto de 32 paginas, éisidido em nove topicos que
abordam os seguintes temas: Definicdes e Notaddasizes Especiais; Igualdade e
Adicédo de Matrizes; Determinante de uma Matriz; tdlicacéo; Sistemas de Equacdes
Lineares; Matriz Inversa; Solu¢cdo de um Sisteman dmjuacdes com n incognitas e
Particdo de Matrizes.

O primeiro topico, intitulado “Matrizes - OperacBe® iniciado com um

pegueno texto sobre Matrizes:

O algoritmo das matrizes ja data de um século, fpoigsado pela primeira
vez por Cayley, em 1857. Todavia seu emprego siteonnos varios ramos
do conhecimento humano é mais recente. Este algnriflexivel e
compacto, encontra um campo fértil na resolu¢@sistemas simultaneos de
equac0les algébricas lineares [...] (p. 5).

Em seguida, o autor define matrizes como “um coojudé elementos

arranjados num quadro retangular [...]” (p. 5),0seesses elementos parte de um corpo.



Além da definicdo, o professor apresenta as tréscdes utilizadas para representar
uma matriz.

No segundo tépico, Farrer define dez matrizes, mémedas matrizes especiais:

e Matriz Linha;

* Matriz Coluna;

* Matriz Nula;

e Matriz Quadrada;

* Matriz Diagonal;

* Matriz Escalar;

* Matriz Identidade;

e Matriz Triangular Superior;
* Matriz Triangular Inferior;

* Matriz Transposta.

Conforme o titulo nos revela, no terceiro topicautor aborda as defini¢cdes e
propriedades de igualdade e adicao entre Matrizes.

Determinante de uma matriz quadrada é definido ctumo nimero que se
obtém desenvolvendo-se o determinante cujos elesmeéb idénticos aos elementos da
matriz em questdo” (p. 11). Além da definicdo acim@aquarto topico, encontramos a
representacdo de um determinante, a definicdo de raatriz singular (determinante
igual a zero), matriz ndo-singular (determinanterdnte de zero), cofator e matriz
adjunta.

No tdpico seguinte o estudo se refere a multipfioage um escalar por uma
matriz e o produto entre duas matrizes destacamndo egse Ultimo n&o possui a
propriedade comutativa e demonstrando as propmsddd multiplicacdo entre duas

matrizes:

* Associativa do Produto: Se A, B e C sdo matrizes @ multiplicacéo
entre elas existir, entdo: A. (B.C) = (A.B).C

« Transposicéo do Produto: Se C = AB, entdo=G'A™

* Determinante de um Produto: |AB| =}48|

» Distributiva: A (B+C) = AB + AC



Em seguida, sdo propostos quatro exercicios, semdoumérico e trés que
abordam demonstracdes de algumas propriedadestdeasa
No sexto topico, 0 autor apresenta o0 método paeesentarmos um sistema

linear através da multiplicacéo e igualdade deimestr

Iniciando o tépico sobre Matriz Inversa, o auton@®ina uma matriz inversa da
matriz A, a matriz A, tal que: AA* = A*A = |, onde | é a matriz Identidade. Para que
uma matriz A possua inversa, ela deve, necessartapser quadrada e ndo singular, ou

seja, seu determinante deve ser diferente de zero.

Apoés apresentar e demonstrar as propriedades dematne inversa, o autor
apresenta as operacfes elementares, 0 métodoepataes a inversa de uma matriz
através de tais operacdes (0 autor denota a @tz e afirma que, efetuando as
operagOes elementares adequadas, obtemos (I|B)aomdtriz B é a inversa de A) e 0s
procedimentos para alcancar a solucdo de um sidieeaa, utilizando matriz inversa
(X = A™.C, onde X é a matriz dos coeficientes: &inversa da matriz dos coeficientes
e C a matriz dos termos independentes). Apds apieggedo o conteldo sobre inversa
de matrizes o autor propde quatro exercicios sedge tema.

Finalizando o primeiro capitulo, o professor apnés@m estudo sobre Particdo
de Matrizes que contempla a definicdo e a regreatjoéa para se obter uma Particéo,

apresenta um exemplo e propde dois exercicios sotwateudo.

Os capitulos seguintes sé@o dedicados ao estudaptieacOes de Matrizes. No
segundo capitulo os topicos estudados sédo: DepeandEimear de matrizes colunas;
Sistemas Lineares homogéneos de equac¢les e Ciatacgedte uma Matriz. O terceiro
capitulo é composto pelos assuntos: Valores caistites; Transformacéo linear;
Vetores Caracteristicos; Diagonalizacdo; Matrizfjardas; Produto escalar de matrizes
colunas; Matrizes Hermitianas; Matriz Unitaria, @Qomalizacdo de matrizes
Hermitianas; Matrizes Simétricas Reais; Matrizedo@bnais e Diagonalizacdo de
matrizes simétricas reais. Finalizando o livro, quarto capitulo, sdo trabalhados os
temas: Formas Hermitianas e formas quadraticadiea&pes geométricas.



Podemos destacar algumas caracteristicas sobneseafcdo dessa obra, em
especial que o manual é datilografado, o que rafargéia de “notas de aula” que o
autor diz ser a esséncia deste manual. Nos tné®ipos capitulos o autor utiliza uma
“linguagem natural” enquanto no quarto capitulo valece uma “linguagem
matematica”. Em nosso exemplar existem varias anotacdes eilégis por algum de
seus leitores. Tais anotacbes que, juntamente coibs ggm caneta podem ser
encontradas em praticamente todas as paginas, emample destacam a teoria
apresentada ou corrigem erros de digitacdo. Palas saracteristicas, permitem
conjecturarmos que, de fato, foi utilizada parasireo em sala de aula.

Vale ressaltar, ainda, que o tema determinant@glatio numa Unica pagina da
obra. Nela, o autor define determinante de umaimgtradrada como sendo “(...) 0
namero que se obtém desenvolvendo-se um determinajus elementos sdo idénticos
aos elementos da matriz em questdo.” (p. 11). Assiautor se utiliza da definicdo de
determinante para definir o determinante de umaizmatjue nos leva a conjecturar que
tal tema era previamente ensinado.

A obra é toda dedicada, entdo, ao estudo de Mstijgemo seu titulo ja
anuncia) e se pode perceber que temas como sisleea®es sdo tratados como suas
possibilidades de aplicagbes. Assim, esta obra,squauto-classifica como “notas de
aulas”, permite-nos perceber que as Matrizes tinkbano destagque nos cursos de
Engenharia Mecanica e Elétrica da Universidade dexd/@®erais nas décadas de 1950

e 1960, merecendo um curso especifico para abasda-|

Livro : Matematica

Autor: Irméos Maristas
Edicao: 32

Ano de publicac&o:1965
Editora: FTD

Nivel de Ensino:Colegial

" Utilizamos o termo “linguagem matematica” para respar que o autor utiliza,

predominantemente, os simbolos mateméticos paracimue demonstrar os conceitos e
propriedades que compdem o estudo.



O livro “Matematica” escrito pelos Irmaos Maristas, para a segunda skr
Curso Colegial, aborda contetidos de Algebra e Tdgmiria, sendo a 32 edicdo
publicada em 1965, pela editora FTD.

Ao contrario do aconselhado pelos programas afica@imanual € iniciado com
o estudo de Trigonometria seguido pelo estudo debkly Os autores justificam tal
inversdo: “em fisica do 2.° cientifico, essencialteeno estudo do movimento
harménico e da acustica, sdo imprescindiveis camieatos de trigonometria ignorados
pela maioria dos alunos” (p.7)

No prefacio encontramos alguns esclarecimentos tquaos conteudos e a
ordem de apresentacdo dos mesmos, agradecimentdea;des de outros livros da
colecdo da FTD.

Em seguida é apresentado o programa abordado woeliaigumas instrucdes
metodoldgicas para o ensino de Matematica. Ao enden Determinantes e Sistema

Lineares o autor propde trés itens:

1.Determinantes e matrizes quadradas; propriedadeiamentais. Regra de
Sarrus. Determinantes Menores. Desenvolvimento whe determinante
segundo os elementos de uma linha ou coluna. Tranatdo dos
determinantes. Abaixamento da ordem de um detent@npela regra de
Chio.

2.Sistema de n equagdes lineares com n incogRitaga de Cramer.

3.Sistema de m equagdes lineares com n incogmeasema de Rouché.

Nota: O item 3 pertence somente ao programa do cuestifito. (p.10)

Na primeira parte, Trigonometria, sdo trabalhadoseasgiintes temas: Nocoes
sobre vetores; projecbes; arcos e angulos; linhaselacbes trigonométricas.
Transformacdes trigonométricas em geral; equacOégontmeétricas simples.
Resolugdes trigonométricas de triangulos. A segymaiée, dedicada ao estudo de
Algebra, trata dos topicos: Anélise combinatérianes. Bindmio de Newton.

Determinantes; Sistemas Lineares.

O capitulo sobre determinantes, composto por 54naggé dividido em 32
topicos.
No primeiro tépico, 0 autor apresenta uma breve&dhs sobre a origem dos

determinantes:

A teoria dos determinantes surgiu quase simultaeetama Alemanha e no
Japdo, pois os determinantes foram descobertogendentemente por



Leibniz (1646 — 1716) e por Seki Shinsuke Kowa 4196 1708). Esses dois
matematicos estruturaram a teoria dos determinauesolucionarem um
problema de eliminagBes necessarias a resolucisideema de m equacgdes
a m incognitas.(p. 271).

Em seguida define matriz retangular de m linhascelunas como um conjunto

de m.n elementos dispostos em m linhas horizoatainhas verticais e apresenta suas

notacgoes:
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No terceiro tépico temos a definicdo de matriz qadd. Com o objetivo de

evitar confusdes nos enunciados dos teoremas paursenta as seguintes definicdes:

Linha da matriz: conjunto de n elementos localizados numa mesma
linha horizontal;

Coluna da matriz: conjunto de n elementos localizados numa
mesma linha vertical,

Fila da matriz: uma linha ou coluna da matriz;

Filas perpendiculares:uma linha e uma coluna, simultaneamente;
Ordem ou grau da matriz quadrada: é o niumero de suas linhas;
Elementos principais: sdo os elementos que apresentam indices
iguais;

Diagonal Principal: é o conjunto dos elementos principais, é a
diagonal que desce da esquerda para a direita;

Elementos Simétricosou conjugados: sdo dos elementos da forma
s € ar.

Matrizes Semelhantes:sdo aquelas que tém o mesmo namero m de
linhas e 0 mesmo numero n de colunas;

Elementos paresséo aqueles cuja soma dos indices é par;

Elementos imparesséo aqueles cuja soma dos indices é impar.



No quarto tépico, o autor define determinante como:

A soma algébrica de todos os produtos diferentdsazh com os h
elementos de uma matriz quadrada, de modo que pradato tenha um
elemento de cada linha e de cada coluna, afetadsindd positivo ou
negativo conforme seus elementos pertencerem aufparéo de classe par
ou impar. (p. 273)

Para representar o valor numérico de um determenatiliza-se o simbola\
(delta).

No quinto e sexto tdpico, o autor desenvolve deteantes de segunda e terceira
ordem, respectivamente. Para desenvolver um detante de terceira ordem o autor
utiliza, além da regra pratica de Sarrus, a regraiéingulo iséscele, também conhecida
como regra do octdgono estrelado.

Para facilitar o desenvolvimento dos determinantss Irmaos Maristas
apresentam e demonstram, entre o topico 7 e oildrsds das suas propriedades.

Dentre elas, podemos destacar:

Teorema de BeckerUm determinante ndo se altera quando se permagam
filas pelas colunas correspondentes.

Teorema de Janni Um determinante ndo se altera quando se trocam os
sinais dos seus elementos impares.

Teorema de Bezout Num determinante, trocando-se uma pela outras dua
linhas o duas colunas, o determinante muda de §m&76 — 277)

Em seguida, o autor ressalta que a definicdo apgesiepara um determinante
s6 é aplicada a matrizes de ordem maior ou igdais entdo, estende o conceito para
uma matriz de ordem igual a um, ou seja, o detemténde uma matriz de primeira
ordem é o préprio numero (elemento) da matriz.

Nos topicos seguintes, o autor define determinargror, determinante menor
complementar, determinante menor principal e cometdo algébrico e apresenta o
método para encontrar a classe de um determinaarerm

ApOs apresentar tais definicdes o autor demonsteguintes teoremas:

Um determinante pode sempre ser desenvolvido aoefars elementos de
uma linha ou de uma coluna. (...)

Num determinante, se todos os elementos da 12dut& coluna séo nulos
menos 0 1° o determinante é igual a este elememtdtjplicado pelo
determinante menor que resulta da supressao od ¥l da 12 coluna. (...)



Num determinante, se todos os elementos de uma dinfcoluna séo nulos
menos um, o0 seu valor é igual a este elemento ptlicdtiio pelo
determinante menor que resulta da supressdo da éntda coluna deste
elemento, com o sinal + ou — conforme o total daems da linha e coluna
dos indices no elemento dado for par ou impay. (...

Um determinante € nulo, quando os elementos de lunma ou coluna o
nulos. (...)

Se todos os elementos situados de um mesmo ladon forulos, o
determinante reduz-se ao termo principal. (p. 2336)

Em seguida, o autor apresenta o Teorema de Laplaoegriia de Cauchy e
Teorema de Jacobi.

Para facilitar o desenvolvimento do determinanidepwos elevar ou abaixar sua
ordem de modo que seu valor ndo mude. Para edevadem de um determinante &
suficiente acrescentar uma linha e uma coluna.&el& tanto, precisamos ter uma das

seguintes condigoes:

1. A unidade figure na diagonal,
2. Zeros ocupem as vagas de uma linha (ou coluna);

3. Quaisquer elementos ocupem as vagas de umamsdhu linha).

Em seguida o autor apresenta a zetética (meétodo rpacdver problemas)

referente ao calculo dos determinantes em trés:fase

a) Operacbes preparatérias: momento onde devemosrtms elementos
fracionarios em elementos inteiros; verificar séeterminante € zero, segundo
as propriedades anunciadas; verificar se ha fila eementos nulos, exceto um,
para aplicar a definicdo de adjunto de um elemento.

b) Processos gerais: o de Laplace, o da transféonaq zeros, o de Chio, o de
Houel,

c) Artificios peculiares: algumas vezes calculamosalor de um determinante
utilizando suas propriedades, entretanto, outraesyealguns carateres especiais

permitem obter o valor do determinante.

Nos topicos 30 e 31 o autor aborda conteudos swbdrto de determinantes: o

produto de duas filas e o produto entre dois detemtes.



Finalizando o capitulo sobre determinantes, no ctopi 32,
0 autor apresenta a definicdo, exemplos, propresiae demonstracdes de alguns

determinantes especiais, dentre eles:

1. Determinante Simétrica € aquele cujos elementos conjugados sao
iguais, ou seja, &asn,

2. Determinante hemi-simétrico ou anti-simétrico o0s elementos
conjugados séo opostos;

3. Determinante obliqua é aquele que se torna hemi-simétrico pela
anulacao dos termos da diagonal principal,

4. Determinante pseudo-simétrico ou reversoé aquele em que 0s
elementos simétricos sdo opostos e 0s elementospais diferentes de
zero;

5. Determinante orto-simétrico ou de Hankel os elementos localizados
em cada paralela a diagonal secundaria sao iguais;

6. Determinante bissimétrica os elementos sdo opostos, simétricos, em
relacdo a diagonal secundaria;

7. Determinante Centrada os elementos sdo opostos, simétricos em
relacdo as diagonais principal e secundaria;

8. Determinante adjunto: os elementos sdo os complementos algébricos
dos elementos respectivos do determinante;

9. Determinante reciproca determinante reciproco R de um determinante

nao-nulo é aguele cujos elementos sdo o0s quosjepte , dos
complementos algébricos dos elementos respectesos d
10.Determinante de Vandermonde é o determinante formado com as
poténcias de n elementos diferentes;

11.Determinante Ortogonat a soma dos quadrados dos elementos de uma
fila qualquer € igual a 1 e a soma dos produtostimeentos homaélogos
de filas diferentes é zero;

12.Determinante Circulante ou ciclico € formado por n elementos e de
base (a, b,..., I) cujas filas sdo constituidaagpelpermutacdes circulares
ou ciclicas da permutagéo a, b,..., .



13.Determinante Continuante € o0 determinante pseudo-simétrico,
reverso, cuja diagonal principal é constituidampoarimeros, as suas duas

paralelas contiguas pelos elementos 1 e -1 e oaisisdo nulos.

O item 14 é subdivido em nove itens nos quais @raapresenta, a titulo

informativo para os alunos mais estudiosos, osisegudeterminantes especiais:

Determinante Secular;
Determinante de Smith;
Determinante de Wronsky;
Determinante funcional;
Determinante de funcéo Hessiano;
Determinante infinito de Koch;
Determinante de Fredholm;
Determinante Magico;
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Determinantes principal e caracteristico.

Os irmdos Maristas prop6em uma lista com 51 exes;iceguidos por suas
respostas, que abordam todos os topicos estudanbseguida, o autor apresenta um
“Suplemento Referente aos Determinantes” com 6Qc&ies sobre o conteudo,
retirados das provas de admissdo da Escola Nacamdtngenharia, do ITA, da

Faculdade Nacional de Engenharia, entre outras.

O autor aborda todo o contetdo sobre a teoriaé@sminantes, demonstrando,
detalhadamente, todas as propriedades e teoremesemajados. Cabe ressaltar que,
durante todo o texto, o autor utiliza simbolos mmetcos.

Na forma de apresentacdo do conteudo destacamas aduacteristicas: a
primeira € o fato de o autor nomear algumas dagripaades dos determinantes. A
segunda € que o autor diminui a fonte do texto garasentar conceitos e teoremas que,
segundo ele, sdo menos importantes, ou ndo seaddis.

Para o objetivo da nossa pesquisa, destacamosigpiee todos os manuais ja
analisados, esse € 0 primeiro a apresentar umaigdefipara o determinante de uma
matriz de primeira ordem. Além disso, nos chamateacéo o fato do autor nomear as

propriedades, como Teorema de Janni, Teorema de BettkeVale ressaltar que o



manual contém diversos topicos além dos exigidés pegrama oficial, dentre eles o
Produto de Determinantes e os Determinantes Especiai

Além de nos aparentar uma preocupacao com o rigéematico, devido o uso
da linguagem matematica nas demonstracdes, oseautemonstram, também, uma

preocupacao metodoldgica apresentando sugest@@oagens em sala de aula.

Livro : Algebra Linear
Autor: L. H. Jacy Monteiro
Edicdo: 32

Ano de publicac&o:1965
Editora: LPM

Nivel de ensino:Superior

O manual “Algebra Linear” é destinado aos alunouarso de Matematica das
Faculdades de Filosofia, sendo a 32 edicao pulinacino de 1965. Monteiro, autor da
obra, explica que nessa edi¢cdo houve uma simg#caa matéria exposta, visando os
objetivos propostos no ensino da Algebra Linearetanto ndo expde tais objetivos.

O livro é composto por dois capitulos, os quais d&ididos em quatro
“paragrafos”. O primeiro capitulo, intitulado “Eges Vetoriais”, aborda, € iniciado
com as definicbes de Espaco Vetorial e Subespacos.ségundo paragrafo, é
apresentado o topico sobre Dependéncia Lineargmeito, as Somas Diretas e, no
quarto paragrafo, o estudo dos Espacos quocientes.

O capitulo seguinte, “Aplicacdes Lineares e Matfizeomo o préprio titulo nos
revela, aborda, além das Aplicacfes Lineares @ne@dos basicos sobre Matrizes tais
como suas operagdes elementares o contetdo denfdude Base e Sistemas Lineares.
Ao final de cada paragrafo o autor propde exersisabre 0s topicos estudados.

O paragrafo sobre Matrizes, o segundo do capituéodomposto por 53 paginas
e dividido em oito topicos, conforme os temas: Mat retangulares e quadradas,
definicbes; Matriz de uma aplicacéo linear; Estautde um espaco vetorial sobre M (K;
mxn); Produto de Matrizes retangulares; Equacoasntie aplicacéo linear; Estruturas
de espaco vetorial, anel e algebra sobre(l); Matrizes quadradas inversiveis e, por
fim, Posto de uma matriz.

Monteiro inicia o estudo sobre Matrizes defininohoa matriz retangular:



Consideremos os conjuntos | = {1, 2,..., m} e J174,..., n}, onde m e n sdo
nameros naturais ndo nulos e seja E um conjuntovadm. Chama-se
matriz_retangularmxn sdbreE a téda aplicacdo de IxJ em E. Em geral
indicaremos uma matriz retangutarixJ  E pela notacdo indexada

a=(a

.1/, o
ondea, ; € o valor da aplicacamw no par (i,j). Esta notagao sera substituida
por
(a(ii))(i,j)mli‘
ou, simplesmente, por
(a(ij))
guando nao houver a necessidade de mencionaritxpknte os conjuntos
de indices | e J. Podemos ainda usar as notacdes
(aun)im,,m ou (a(ij))ﬁism,lsjsn'

7

Tdda matriz retangular nxn é chamada mafiilmdradade ordemn.
Indicaremos por M(E;mxn) o conjunto de tbdas asriaest retnagulares
mxn sobre o conjunto E e colocaremogB®)=M(E;mxn) (...) (p. 119-120)

Na sequéncia, o autor define a igualdade de matezgpresenta a possibilidade
de denotar uma matriz explicitamente, utilizand@pteses para delimitar os elementos
que compdem a matriz.

Linha e coluna de uma matriz sdo definidas em décoia da notacdo explicita
de matriz. Assim, Monteiro define linha i-ésimalimia de indice i de uma matriz, para

todo I, a familia (@,)_ _ . Analogamente, define a coluna j-ésima ou coluna de

<n
indice j.Assim, o indice i € denominado indice de linhairdice j, indice de coluna.

Em seguida o autor apresenta as seguintes defnitte) A familia (a'ii ) e

I<i<n

denominada diagonalrincipal desta matriz”. (p.121) e “Toda matriz retangulat éx

chamada matrizolunae toda matriz retangular 1xn é chamada manim”. (p. 122)

Para economizar espaco a matriz coluna é indipad¥ 1, »,..., n), onde t,
segundo o autor, é abreviatura de transposta, awtage, esclarece, sera justificada
mais adiante.

Finalizando o primeiro topico, destinado as defieg; o autor considera a
possibilidade dos conjuntos de indices ndo serepgssariamente, | = {1, 2,..., m} e J
={1, 2,..., n}, exemplificando com o caso de subimas. Assim, elimina esta restricdo
da sua definicdo e afirma que, apesar disso, taslalemais noc¢des (de linha, coluna

etc.) permanecem validas com esta nova definicao.



Prosseguindo o estudo, no segundo topico o autbnedenatriz de uma
aplicacao linear como sendo aquela que relaciobases de dois espacos vetoriais. Tal
relacdo é definida, ainda que sem usar este noorempio da multiplicacdo de

matrizes. Nas palavras de Monteiro;

Sejam E e F dois espacos vetoriais de dimensdiasfisdbre um mesmo
corpo K; seja (@), uma base de E €h),,uma base de F.

Consideremos uma aplicacdo linear u de E em F; gadta indice j, com
1< j <n, o vetor u(g pertence a F, logo

u(@)=>a;h,j=12..n
i=1
.)

Fica assim definida uma matriz retanguléa; ) OM (K;mxn) que é

denominada matrida aplicacédinear u emrelacéoasbaseqg) e (b) (...)
que sera indicada por (...)

M (u;(a;).(h)) () (p123)

Na seqliéncia, o autor apresenta um exemplo numégcmnatriz de uma

aplicacéo linear ded®em O%para, em seguida, em cinco outros exemplos, definir
matriz unidade, matriz nula, matriz escalar, matdzetor e matriz da forma linear.
Antes de propor sete exercicios com 0s quais en@ste tépico, o0 autor
apresenta um resumo onde retoma, em outros tean@stia apresentada.
O terceiro topico deste paragrafo é destinado amesla “Estrutura de espaco
vetorial sobre M(K;mxn)”. Deste topico cabe-nossedar que o autor utiliza-se de um
resultado da estrutura dos espacos vetoriais @dirdarca soma de matrizes e o produto

de uma matriz por um escalar.

Vimos, no exemplo 6 do capitulo |, que se K é unpaeoe se | é um
conjunto de indices, entdo, podemos definir umaitesa de espaco vetorial
sbbre o conjunto K de tddas as familias de elementos de K e temdwal
conjunto de indices, por intermédio de

(7) (@) (B =(@ +B)iny

(8) a.(@)g +(B)n =(a a)y

Tomando-se | como o produto cartesiano dos corgufitp2,..., m} e {1,
2,..., n} resulta, em particular, que sbbre M(K;pnasta definida uma

estrutura de espaco vetorial s6bre corpo K, espatmque € denominado
espacovetorial dasmatrizesretangularesnxn. (...) Notemos, simplesmente,




como as férmulas (7) e (8) nos dao a soma de daaizes retangulares e o
produto de uma escalar por uma matriz retangular:

(aij)+(ﬁij):(crij +18ij)
a'(aij)+(18ij):(a aij)

ou, explicitamente, (...) (p.131)

Finalizando o topico, Monteiro apresenta um teorgueafirma que a aplicacédo
u M(u; (&), (b))

(...) € um isomorfismo do espaco vetorial dos hoorfismos de E em F no

espaco vetorial das matrizes retangulares mxn.

Observemos que o isomorfismo acima depende esbeenta das bases)a

e (h) fixadas em E e F; em certos problemas fixam-dzaass de E e de F e
pode-se, entdo, considerar as matrizes retanguanes aplicacoes lineares
ou operadores. Nao faremos isso nestas notass4p. 1

“Produto de matrizes retangulares” é o titulo dartpu topico que inicia
anunciando que a “(...) definicdo de produto desduatrizes retangulares sera obtida a
partir da nocdo de produto de duas aplicacbesrére@..)” (p.137). Assim, o autor
propde, a partir da definicAo de aplicacéo lin@acomposicdo de duas aplicagbes
lineares quaisquer (u e v). Através de algumas po&agdes algébricas, deduz que a
matriz da aplicacdo linear resultante desta comfosé o produto das matrizes das

aplicacbes lineares que a compdem, ou séya(vu;(a;),(c))=(); , Pnde:

Vo= Budy. (@)=Mu().(0) e (B)=M(;(h).(c)para trés espagos de

dimensdes finitas E, F e G sobre um mesmo corpockne bases, respectivamente,
(@)1<jcn s (B)1<icm® (Gick<,, - Feitas estas consideracoes, define:
Definicdo 4 — Chama-se _produtla matriz retangula¢s,;) UM (K; pxm)

pela matriz retangula(a; ) M (K;mxn) a matriz (y;;) OM (K; pxn)
definida por

(13) Vi :zlgki a; ,
i=1
para k=1,2,....p e j=1,2,...,n. (p.138)

Feita a definicdo, o autor observa que o produtduds matrizes retangulares s6
é definido quando o nimero de colunas da primeatimé igual ao numero de linhas

da segunda. Explica, entdo, em outras palavras;(gyea matriz do produto de duas



aplicacdes lineares € igual ao produto (na mesntengr das matrizes destas
aplicacoes”. (p.138).
Ainda numa aparente tentativa de tornar a defin@qgoroduto de matrizes

retangulares mais funcional, o autor ressalta:

Notemos que o produto de duas matrizes 1xm e mxhamatriz 1x1 que
pode ser identificada ao escalar correspondentesxgmnplo:

m
(@1,050-,00) (B Bor- ) = zalﬂl -

i=1
Por causa déste resultado a férmula (13) podedserd elementdk, j) da
matriz produto(5,).(@;) € igual ao produto da k-ésima linha da matriz

(Bq) pelaj-ésima coluna da matrfz; ) . Diremos, entéo, que o produto de

matrizes retangulares, dado pela definicdo 4, é“praduto linha por
coluna”. (p.138-139)

Apos tais consideracdes o autor discute as pragutesi sobre o produto de
matrizes retangulares: Associativa, Distributivdidita e a esquerda e produto pela
identidade (AJ=A=I,.A). O tratamento dado a estas propriedades értashtarmal,
apesar da introducdo as demonstracdes ser feitmgmagem natural, utilizando-se a
notacéo da teoria dos conjuntos generalizandosodtaeos para matrizes formadas por

elementos de um corpo K qualquer.

Estas propriedades podem ser verificadas, direta&nem partir das
definicbes de soma de duas matrizes retangulaggzodiuto de um escalar
por uma matriz retangular e de produto de das meatrietangulares (ver o
exercicio 86); no entanto, preferimos verifica-Hddizando estas mesmas
propriedades que ja sdo verdadeiras para aplicéipéasges. Sejam E, F e G
trés espacos vetoriais de dimensfes n, m e p,atespeente, sdbre o corpo

K e sejam (3, (b) e (&) bases fixas destes espacos; conforme o teorema 13
existem u, ye y, em Hom (E,F) e v,ve w em Hom (F,G) tais que (...).
(p.140)

Para concluir este topico, Monteiro observa queedisicbes de soma e produto
de matrizes e produto de um escalar por uma métriz podem ser estendidas,
formalmente, para matrizes retangulares sbbre ush @mutativo A com elemento
unidade.” (p.141) e prop0e sete exercicios queleenotanto o calculo algébrico com
matrizes como a manipulagcdo das definicbes apet®EsIt especialmente para a
demonstracao de algumas propriedades envolvendmatp de matrizes retangulares.

O quinto topico, Equacbes de uma aplicacdo lineamsiste na definicdo de

equagbes de uma aplicacdo linear u em relacdo radephases (ae (h), o que,



segundo o autor, consiste em calcular as coordsndelauma transformacéo de um
elemento por meio de uma aplicagdo linear em relagéase do conjunto de chegada.

Neste tépico o autor resolve um exemplo utilizardoigualdades definidas
como equacdo de uma aplicacdo linear, apresentanasg propriedades e finaliza
propondo alguns exercicios.

O sexto topico é destinado as “Estruturas de espetoaal, anel é dlgebra sébre
Mn(K)”. Neste topico 0 autor argumenta que 0 conjud&s matrizes quadradas de
ordem n (M(K)) apresenta, com a adicdo e multiplicacdo deripeat definidas
anteriormente, as propriedades: i) associativaul#piicacao; ii) distributiva a direita e
a esquerda da multiplicacdo em relacao a adic#loeéemento neutro da multiplicacéo.
Desta forma, as operacdes de adicdo e multiplicdefioem um anel com elemento
unidade sobre o conjunto fK). Ressalta, porém, que (K) é um anel nao
comutativo, e apresenta um exemplo em quetAR\.

Na seqiéncia, Monteiro argumenta que “(...(WJ € uma algebra associativa
com elemento unidade sbbre o corpo K em relacaompesacbes de adicdo, de
multiplicagdo escalar e de multiplicagdo.” (p. 15€) demonstra que qualquer
endomorfismo de um espaco vetorial de dimenséatafiiequivalente a ¥K) como
espacos vetoriais ou como anéis ou como algelfrasfim, propde 19 exercicios sobre
este assunto.

“Matrizes quadradas inversiveis” é o titulo do pémd topico. Nele o autor
relembra as propriedades do elemento inverso enangh para verifica-las no caso
especifico do anel MK). Toda a teoria € desenvolvida utilizando-se nrguagem
propria da algebra, através dos espacos vetoridas estruturas algébricas utilizando,
também, a linguagem natural para explicitar o @oio que permite concluir, como
teorema, que se uma matriz possui inversa, aaeita esquerda, ela é inversivel.

Antes de propor 12 exercicios em que pede a demagéstde varios resultados

sobre a inversdo de matrizes, o autor adverte:

No exercicio 114 daremos um método para deternainaversa de uma
matriz quadrada de ordem n, supondo-se conhecideoaa dos
determinantes; éste método envolve muitos caleiss é recomendavel
para matrizes de ordem 2 ou 3. No §3 veremos ugepso mais pratico
para calcular a inversa de uma matriz sem utiliaateoria dos
determinantes. (p.161).

O enunciado do exercicio 114 € o seguinte:



Supondo conhecida a teoria dos determinantes dawzesaquadradas
s6bre um corpo K, demonstrar quéld(K) é inversivel se, e somente
se, det&0. (Sugestéo: Se Aeaf) e detA0 define-seB; = o’j/detA, onde
o’ € o complemento algébrico do elemeajpa matriz f3;) € a inversa
de A. Lembrar também que det(AB) = det A. det B.161-162)

O oitavo e ultimo tépico deste segundo paragrafo per tema “Pdsto de uma
matriz”. Este tépico é iniciado pela definicdo déoveoluna de uma matriz, que € base

da definicdo de posto:

Chama-se_post¢coluna) de U [U=d;) O M (K;mxn)] a dimens&o do
sub-espaco S=[cc,, ... , ] gerado pelos vetores colunas de U, portanto,
o pbsto de U é igual ao nimero maximo de vetorkemas, de U, que séo
linearmente independentes. Indicaremospdol) o pésto da matriz U. (p.
163 — sublinhado do autor)

Apds demonstrar um teorema sobre o0 posto de unr&nwatutor esclarece que
se pode definir o posto linha de uma matriz de malogo ao apresentado para o
posto coluna e que em algebra elementar defineesgagteristica de uma matriz por
meio da teoria dos determinantes e que se podend#raoque a caracteristica coincide
com o posto da matriz.

Apoés propor cinco exercicios que tratam do contedeste topico, o autor
propde uma lista com 22 exercicios sobre todo dedolo apresentado no segundo

paragrafo, especifico sobre matrizes.

Vale ressaltar que nos paragrafos seguintes (maddecbases e sistemas
lineares) o autor apresenta diversas aplicacbestedda das sobre matrizes

desenvolvida.

Para nossa pesquisa, podemos perceber que este dastinado ao ensino
superior, da um tratamento mais “sofisticado” aritealas matrizes. O conteudo
ensinado néo é elementar, sdo utilizados variasses da algebra linear e da teoria dos
conjuntos.

Embora demonstre preocupacdo com a exatiddo da atiegu nas
demonstragcdes a linguagem natural é largamentézadi@l o que indica uma
preocupacgado com a compreensao por parte do estudanhipreocupacéo pode também

ser percebida pela relativamente grande quantidedsercicios propostos, varios deles



com sugestdes de solucdo, embora poucos exemplasn sapresentados no
desenvolvimento da teoria. Sobre os exercicios obbervar, ainda, que a maior parte
deles se referem ao desenvolvimento teérico eml siwgerior, requerendo grande
quantidade de demonstracbes de propriedades da tdmrdada. De toda forma, a
construcdo do conhecimento segue uma estruturafocem um encadeamento I6gico

dos conteuidos.

Livro: Matematica

Autor: School Mathematics Study Group
Edicdo: 12 Edicdo

Ano de publicac&o:1966

Editora: Edart — Livraria Editora Ltda.

Nivel de Ensino:Curso Colegial

A obra “Matematica”, desenvolvida pelo SMSG - Sdhd@athematics Study
Group - teve sua 12edicdo, publicada em edicaoriexgetal, no ano de 1966, sendo
dividida em trés volumes.

O volume |, desenvolvido para o primeiro ano doscucolegial, tem como
temas de estudo: Conjuntos, Nimeros Reais e FRe#as, Planos e Divisdo; Angulos e
Triangulos; Retas e Planos Perpendiculares; Pamalelino Espaco; Volume dos
Solidos; Geometria Analitica Plana; Conceito dedd@one Funcédo Linear; Funcgfes e
Equacdes Quadréticas e Equacdes do Primeiro e Se@uads em duas variaveis.

Seguindo o estudo, no segundo volume sao abordasosontetudos de:
Logaritmos e Expoentes; Introducéo a TrigonometiisteSha de NUumeros Complexos;
Sucessodes e Séries e Permutacfes, Combinacdeoeemaale Bindbmio.

O terceiro volume — o qual seré utilizado em nastado —, desenvolvido para
o terceiro ano do colegial, € composto por novétekys, entre o0 17 e o 25, onde séo
abordados os seguintes contetidos: Operacdes corizédatA Algebra das Matrizes
2x2; Matrizes e Sistemas Lineares; Representacdo dezbt Coluna por Vetores
Geomeétricos; Transformacdo do Plano; Forma Polar Wameros Complexos;
Funcdes; Funcdes Polinbmias; Tangentes aos Grafecbsncdes Polinbmias.

O capitulo 17, o primeiro deste volume, intituld@peracdes com Matrizes”, é

dividido em 10 tépicos: Introducdo; A ordem de ulatriz; Igualdade de Matrizes;



Adicdo de Matrizes; Adicdo de Matrizes (Conclus@diiltiplicacdo de Matrizes por
um NuUmero; Multiplicagdo de Matrizes; PropriedadesMultiplicacdo de Matrizes;
Propriedades da Multiplicacéo de Matrizes (Con@dysdResumo.

No primeiro tépico € apresentada uma breve intrédwspbre o conteudo, onde
0S autores ressaltam além da sua importancia, @i@@@o em diversos ramos da
ciéncia e da engenharia e apresentam alguns exemglaso no cotidiano, definindo,
por fim, matrizes como “(...) um conjunto retangudadenado de elementos dispostos
em linhas e colunas” (p.517).

No segundo toépico € abordada a definicdo de ordeomth matriz. Segundo os
autores “(...) a ordem de uma matriz € dada dizemithoeiro 0 niumero de linhas e em
seguida o numero de colunas na matriz” (p.517)eja, uma matriz com m linhas e n
colunas é de ordemxm (Ié-se m por n), quando m e n séo iguais dizequesa matriz
€ quadrada e ao invés de dizermos que a matrizé&den n<n, dizemos apenas que a
matriz é quadrada de ordem n.

Além disso, temos a definicdo de matriz de umaalirdenominada, também,
vetor-linha, sendo que essa, assim como a matriantke coluna, ou vetor-coluna,

podem representar um ponto no plano ou no espapiorme o0s exemplos[2 3],

2

[2 3 -1], @e 3

-1
Para representar uma matriz genérica € adotadaagaooonde a matriz €

representada com letras maiusculas e seus elenamoletras minusculas com indices

apropriados. Conforme segue no exemplo:

8; &, ag
A=lay a8y 8y
8y 8y Gy

Em seguida os autores apresentam a seguinte defidecmatriz transposta: “Se

A= [a,.jJ é uma matriz mn, entdo a transpostd'de A é a matriz Rm, B = [bjiJ, com

b; =a, paracadai,j(i=1,2,.,nj=1,2,.,mg.519)



O topico é finalizado com seis problemas sobraratestudado exigindo que os
alunos relacionem o conteudo com o seu dia-a-diaoc podemos verificar nos

exercicios:

1. Obtenha de um jornal ou de outra fonte semethaeis
exemplos de informagfes apresentadas em forma tiie.ma

2. Um vetor-linha com trés elementos pode ser upada tabelar
a idade, altura e peso de uma pessoa.

a. Dé um vetor-linha que indique sua idade, akupaso.

b. Sugira quando pode ser Gtil empregar um tarvgio519).

No tépico seguinte, os autores definem igualdadem@¢rizes da seguinte
maneira: “Duas matrizes A e B séo iguais, A = B,essomente se, elas tém a mesma
ordem e seus elementos correspondentes sdo ig(aB21). Apos apresentar alguns
exemplos de matrizes iguais, sao propostos cinec&ios sobre o tema.

Para definir Adicdo de Matrizes, os autores utitizzomo exemplo a soma de
nameros complexos, para somar 3+5i e -2+4i, somanas componentes reais e suas
componentes imaginarias separadamente:

(3+5)=(-2+4i)=(3+(-2))+(5+4) =1+09i
Tal soma pode ser representada através de vetoregja, a soma de numeros

complexos pode ser encontrada adicionando elemeotaspondentes:

3| -2 1
+ =
5 4 9
Dizemos que duas matrizes sdo conformes para acadjgando elas forem de
mesma ordem, além disso, temos que a matriz rasulteam ordem igual a ordem das

duas parcelas somadas.

Assim como nos numeros reais o0 “(...) 0 € o0 elematgntidade ou elemento

neutro para adicdem [1. Na algebra das matrizes, as matrizes cujos elesedio

todos nulos desempenham um papel correspondent4{p

Teorema 17-1. Se as matrizes A e B sdo conformes padicdo, entdo elas

satisfazem a propriedade comutativa da adidid: B = B + A.
Teorema 17-2. Se as matrizes A, B e C sdo confopakesa adicdo, entao elas

satisfazem a propriedade associativa para a adj@@ﬁ C) = (A+ B) +C.

Teorema 17-3. Se A e B sdo matriz€< n, e 0 é a matriz nulamx n, entéo:

a.A+(-A)=0
b -(-A)=A
c.—0=0

d ~(A+B)=(- A)+(-B). (p.525-527).



ApoOs apresentar e demonstrar 0os teoremas acimaartogédpico € finalizado
com 14 exercicios sobre a adicdo de matrizes egapsedades.

No topico cinco é apresentada uma conclusdo solestwmo de adi¢cdo de
matrizes, onde os autores afirmam que ndo serass@oe estudar o conteudo, pois
“(...) até o ponto em que somente adicdo e sulutregi@o sendo consideradas, a algebra
das matrizes é exatamente igual a algebra comumtoiosros” (p.530).

Assim como ao somar numeros definimos 2x como »soma de duas

matrizes iguais pode ser considerada como o pratiiton nUmero por uma matriz.

B P e o

ApoOs definir o produto de uma matriz por um numérenunciado o seguinte

Por exemplo:

teorema:

Teorema 17-4: Se A e B sdo matrizesme X e y S&0 numeros, entao

a. X(YA) = (xy) A,

b. (x+y)A=xA+yA
c. (-1)A=-A

d. x(A+B) = xA+ xB,
e x0=0

f, 0A=0. (p.533)

Em seguida os autores apresentam alguns exempmgereicios de equacoes
matriciais envolvendo adicdo, subtracdo e mulgio por um namero.

O tdpico sobre Multiplicacdo de Matrizes € iniciatiom um exemplo prético
onde a partir de um problema sobre a producdo mdasam determinado produto, o
conceito de multiplicacdo entre matrizes é deduzido

Os autores adotam uma descricdo para o0 proceskpaddj sendo esse:
“Multiplicar linha por coluna”, ou seja, “(...) a@gra geral de multiplicacdo de duas
matrizes é multiplicar elementos de uma linha pelementos correspondentes de uma

coluna e em seguida somar os produtos” (p.538).



Duas matrizes A e B sdo denominadas matrizes aoe®para a multiplicacao,
guando o numero de colunas de A for igual ao nurdertinhas B, assim AB possui 0
mesmo numero de linhas de A e o nimero de colun&s d

O produto entre duas matrizes €, entéo, definido:

e B=lbij matrizes de ordem ®p e pxn,

pxn

Sejam A= [a,-jJ

mxp

respectivamente. O produto AB é a matriz de ordemnmonde o
elemento na i-ésima linha j-ésima coluna é a somsapdodutos obtidos
multiplicando os elementos da i-ésima linha de Aogeelementos
correspondentes da j-ésima coluna de B. (p.541)

Os autores apresentam, também, a notacdo de predti® duas matrizes

através da notac&do de somatério, ou seja:
P
AB=[a, Jmx p[bjk]px n= HZaﬂ bjkﬂmx n=c¢, mxn
j=1

Em seguida é apresentado um “Conjunto de Probleswwe o tema. No
topico seguinte sdo trabalhadas, a partir dasetifes entre a algebra confuerélgebra
das matrizes, algumas Propriedades da Multiplicdeadatrizes.

Séo destacadas diversas diferencas entre a algebram e a algebra das
matrizes, dentre elas a lei comutativa, ou sejamnéiplicacdo entre dois niumeros
temos: xy =yx, propriedade que nem sempre é vdlida para o moeaotre duas
matrizes.

Além disso, na algebra comum temos que= , infiplica emx=00u y =0,
na algebra das matrizes podemos obter uma matléz attavés do produto de duas
matrizes nao nulas.

Para as matrizes ndo vale a afirmacdo gue apossui apenas duas raizes

10
quadradas. Por exemplo, a matriz {O J, pOSsui as quatro raizes quadradas abaixo:

o3 o 1)l 3

® Termo utilizado pelos autores.



1 o] [12 0] [1
0 -1 |0 -1| |oO

-1 0] [-12 0] [1 O
0 1 0 1| |0 1

-1 0] [-1 0]_ 1 O
0 -1] |0 -1] |0 1]

Além dessas, temos que para qualquer x diferentezate a matriz:

[l ]

0 X
{1 o|t@mbém é raiz de I, assim, | possui um ndmeroitofate raizes.
X

Para finalizar o estudo s&o propostos oito probdesubre as propriedades de
multiplicacdo de matrizes e, em seguida, sdo apw@des como conclusdo do tépico
anterior, algumas propriedades que valem tanto phyabra comum como para a
algebra das matrizes, dentre elas:

« A(BC)=(AB)C
« AB+C)=AB+AC
« (B+C)A=BA+CA

Apbés apresentar exemplos das propriedades acima, agiresentadas
demonstracdes das mesmas.

Para finalizar o nono topico os autores apresentaronceito de matriz
identidade para a multiplicacéo, ou seja, exista umatriz | que tem 0 mesmo papel do
namero 1 na multiplicagdo dos nameros reais.

A matriz identidade ou unidade € a “(...) matriadnada[qj] nxn tal que g=1

para todo i=j e g=0 para todo#|” (p.558) e I[A= A=Al .

Para finalizar o estudo geral sobre as matrizesauisres apresentam um
pequeno resumo sobre 0s temas apresentados.

O capitulo seguinte, “A algebra das matrizes2”, é dividido em oito tépicos:
Introducéo; O Anel das Matrizezx 2 ; Unicidade do Inverso Multiplicativo; O inverso
de uma Matriz de Ordem 2; A Funcédo Determinant§r@po das Matrizes Inversiveis;

Um Isomorfismo entre Nimeros Complexos e Matrieelgebra.



O capitulo é iniciado com uma breve introducdo esabrconceito de conjunto,
corpo e anel. Nesse capitulo € explorado o probldmalivisdo no conjunto das
matrizes, sendo, entdo, limitado o estudo ao syitindas matrizes de ordem dois.

O subconjunto das matrizes de ordem dois € repges®mpor M. Temos,
portanto que o conjunto M ndo é um corpo, poiss#isfaz a propriedade comutativa
para a multiplicagdo. Entretanto, os autores detramsque esse conjunto € um anel
em relacdo a adicdo e a multiplicacao.

No terceiro topico, temos a definicdo de inversdtiplicativo para uma matriz
ALM, ou seja, existe ALIM tal que: AA* =1 = A™A, entretanto ndo sdo todas as
matrizes que possuem inverso multiplicativo, assimmo o nimero zero, a matriz nula
também ndo tem inverso. Ainda nesse topico, é dstramlo que se o inverso de A
existe, entdo ele é unico.

Os autores encontram a inversa de uma matriz @l@sentos sdo numeros
especificos e apds encontrar o inverso dessa maplizam o mesmo processo a uma
matriz com elementos genéricos, deduzindo, assimétodo para encontrar a inversa
de uma matriz qualquer. Apds multiplicar duas maaefrigenéricas A e B e igualar a uma

matriz identidade, os autores chegam a quatro éguae a partir dessas equagdes

. Jla b . -
concluem que: “Se a matri q tem um inverso, entdch=ad-bc# ,0e
Cc

L [d -b

a b T h
L d} = _hc 2 (p. 581)".

h h

Conforme podemos perceber, a existéncia do invdgaama matriz depende do
valor da expressdoad-bc. Tal expressdo é representada através da funcao:
d(x) = ad -bc, e denominada fungéo determinante da matriz X.

Em seguida s&o apresentadas e demonstradas asegedps da funcao
O (determinante da matriz). Dentre elas:

«  O(AB)=d(A) I(B)

« (AB]*=B*A?



Apos demonstrar as propriedades acima, sdo prapogt problemas sobre o
conteldo através dos quais, outras propriedadedudgdo determinante serdo
descobertas.

No sexto tOpico os autores dividem o conjunto destrimes M em dois
subconjuntos, o conjunto das matriz2s2que nao tém inversas e as matrize
inversiveis, sendo este Ultimo designado pelo dioido Ainda nesse tépico os autores
demonstram que M um grupo.

Devido a importancia do conceito de grupo na matiemas autores abordam o
conceito, exemplos e propde 11 exercicios sobra.tem

O capitulo é finalizado com algumas considera¢c6beeso conceito de algebra:

(...) &lgebra € um sistema que tem duas operac@@sids, chamadas
"adicao" e “multiplicagdo”, e também tem uma “mplitacdo por um
ndmero” 0 que a torna ao mesmo tempo um anel e spage vetorial
(p.605).

Dando continuidade ao estudo, no capitulo segugdte,apresentadas relagdes

entre Matrizes e Sistemas Lineares.

Dentre as varias caracteristicas da obra, destacgo®o tépico de matrizes é
abordado no terceiro volume do livro, publicadoapar terceiro ano do colegial,
diferentemente dos livros analisados até entdojmglieam o estudo de Matrizes para o
segundo ano.

Além disso, ressaltamos a preocupag¢do dos autanesaeilitar o estudo,
relacionando o contelldo com o cotidiano dos aluatwayés de exemplos e exercicios
praticos que podem ser aplicados em seu dia-a-dieaeés de relacdes feitas entre a
algebra comum, ja conhecida pelos alunos, e a r@gdds matrizes, que esta sendo
apresentada a eles.

Vale ressaltar, também, que a cada topico estuélgmloposto um “Conjunto de
Problemas” sobre o tema apresentado, o que, a nesséacilita a aprendizagem do
conteudo.

Destacamos, ainda, a énfase dada as estruturdsiehgécomo grupo, corpo e
anel. Pode-se perceber que a intencdo dos autéresna apenas introduzir esses
conceitos, mas também apresentar a algebra dosuntosj tépico que com a

Matematica Moderna foi incluso nos estudos do EnSiecundario.



Livro : Biblioteca Moderna de Matematica
Autor: Irmaos Maristas

Edicao: 22
Ano da edi¢ao:[1966]
Editora: FTD

Nivel de Ensino:Ciclo Colegial e Admiss&o as Escolas Superiores.

O livro Biblioteca Moderna de Matematica, publicagelos Irmaos Maristas
para alunos do ciclo colegial e para a admissa&tseaslas superiores é dividido em dois
tombos. No primeiro, o estudo é dividido em trédgsgaque abordam os conteudos de
Céalculo Algébrico, Equacdes do 2° grau e Logaritmdsiros compostos — Anuidades.
No segundo tombo os autores continuam o estude sagaritmos — Juros compostos
— Anuidades, que néo foi finalizado no tombo antere apresentam os temas de
Anélise Combinatdria — Bindmio e Aplicacfes deterbdrias, Limites — Sucessbes —
Séries, Derivadas e Funcdes e Teoria de Equacgébridas.

O tépico sobre determinantes € abordado na padiead® ao estudo de Andlise
Combinatéria, sendo o tema do segundo capituloedé#ssn. O capitulo sobre
determinantes €, ainda, dividido em topicos, enadws do 442 ao 482.

O capitulo dedicado ao estudo dos Determinantesiagdado com alguns
principios gerais sobre o conteudo, destacanda arguortancia e aplicabilidade para a
andlise algébrica e para a geometria analiticaur8ky os autores “O estudo de
algoritmos, regras praticas, para simplificar dsuéas de eliminacdo de um sistema de
equacdes lineares com n incognitas, levou a tdogaleterminantes.” (p. 359)

No segundo tépico do capitulo os autores apreseataomceito de permutacao
e inversdo, para em seguida definir determinarae®c(...) a soma algébrica de todos
os produtos que se podem efetuar, tomando-se ealichd e em cada coluna como
fator, um elemento e um so (...)" (pag. 361).

Os autores definem, ainda, os niumeros como os etemdo determinante e o
guadro desses numeros como a matriz e represemtamdeterminante colocando a
matriz dos seus elementos entre dois tragos visttica

Utilizando o conceito de permutacdo e inversdo w®ras mostram como
desenvolver um determinante, permutando as letraercho principal, e, em seguida,

apresenta a Regra de Sarrus, seguida de dois edempl



No segundo paragrafo desse capitulo sdo apressntadmo teoremas, as
seguintes propriedades dos determinantes:

» Teorema de Becker: Um determinante ndo se alteemdp se permuta
uma linha pela coluna de mesma ordem.

» Teorema de Bezout: Num determinante, trocando-sepeta outra, duas
linhas ou duas colunas, o determinante muda de sina

* Um determinante é nulo, quando tem duas linhas was ccolunas
idénticas.

¢ Um determinante € uma funcdo do 1° grau em relagdcelementos de
uma linha ou de uma coluna.

* Um determinante pode sempre ser desenvolvido segusdlementos de
uma linha ou de uma coluna.

e Multiplicando-se ou dividindo-se por um mesmo nume&odos 0s
elementos de uma mesma linha ou de uma mesma cadlenam
determinante, ele € multiplicado ou dividido poteesumero. (p.364 —
366).

No terceiro paragrafo, os autores abordam o temdete&rminantes menores,
definindo determinante menor como o determinante spiobtém suprimindo-se uma
linha e uma coluna de um determinante qualquerdcseimclusive, apresentado o
Teorema de Laplace nesse paragrafo.

Para finalizar, os autores utilizam, no quarto #mal paragrafo, todos os
conceitos e propriedades dos determinantes estsidamio trés paragrafos anteriores
para resolver sistemas lineares, objetivo quecli@a desde o inicio do capitulo.

Vale ressaltar que durante a apresentacdo da ,tempesar de apresentar
exemplos, os autores ndo propdem nenhum exercica gs estudantes, sendo esses
apresentados no final da obra, com o titulo “Exévside Algebra”, a lista apresentada

é dividida por contetdo estudado, sendo propost@x8rcicios sobre determinantes.

Para nossa pesquisa, destacamos que apesar deasebna posterior ao MMM,
a obra possui caracteristicas dos livros anteraoesiovimento, dentre elas a énfase no
estudo de determinantes, a apresentacdo do cordeitdeterminantes a partir de

permutacdo e a definicdo dada a uma matriz.



Livro : Matematica: Curso Colegial Moderno

Autores: Scipione Di Pierro Neto; Luiz Mauro Rocha; Ruy Mexd$Barbosa.
Edicdo: n&o consta

Ano de publicac&o:1968

Editora: IBEP — Instituto Brasileiro de Edi¢cbes Pedagdgicas.

Nivel de Ensino:22 Série Colegial

A obra “Matematica: Curso Colegial Moderno” foilghgada pelos professores
Scipione Di Pierro Neto, professor do Colégio Ricafto e professor titular de
Matemética e Instrutor de Pratica de Ensino da FE@LUSP, Luiz Mauro Rocha,
professor de Célculo Infinitesimal da FEI e da FF€ZL Fundacdo Santo André e da
Escola Politécnica da USP e professor do Colédiadial de Sdo Paulo e Ruy Madsen
Barbosa, doutor em Matemaética pela Universidadélicatde Campinas, livre-docente
de Matematica da FFCL de Araraquara e professoerdino secundario oficial do
Estado de S&o Paulo.

O 2° volume do manual desenvolvido para a 22 skrieolegial, em 1968, é
dividido em quatro partes. Na primeira, temos audstde Sequéncias e Séries,
Progressdes Aritméticas e Progressdes GeométAcaggunda parte é dedicada ao
estudo de Logaritmos Decimais, seguido, na terqearée, pelo Estudo de Matrizes,
Sistemas Lineares e Sistemas nédo Lineares e patedir o livro, na quarta parte, sao
temas de estudo os contetdos de Geometria, Supgrfiorpos Redondos e Poliedros.

No inicio da obra hd um pequeno texto de apresgmtag qual os autores
destacam os conteudos que serdo abordados e deglaeganeste volume do manual foi
dado “(...) prosseguimento ao plano didatico, derd com as modernas técnicas e
tendéncias observadas em paises e autores piom@ragnovacdo do ensino da
matematica.”

Ainda no texto de apresentacao, os autores comestghre a inclusdo do estudo
de matrizes no ensino secundario: “O estudo daszesino curso secundario constitui
novidade nos nossos programas, sendo no entariificfivel a sua introducdo, em

nivel elementar, dadas as suas amplas aplicagi®spplmente nos sistemas lineares.”



O capitulo V, dedicado ao estudo das matrizesyidido em duas partes - “A” e
“B” - intituladas, respectivamente, “Elementos deatNres” e “Operacdes com
Matrizes”.

A parte “A”, dividida em seis tépicos, € iniciadanc uma explicacdo simples
sobre o conceito de matrizes:

Quando dispomos numeros numa tabela retangularcamio-os ocupando
0 cruzamento de uma linha e uma coluna, dizemosfgueamos uma
MATRIZ. (...) Usa-se, no entanto, colocar a taleifre colchetes [], outros

usam paréntesis () ou duas barras verticais deledda | . (p. 111).

Dando continuidade ao estudo, sdo apresentadasinecd@le de elementos e
ordem de uma matriz, de matriz linha e de matriara Os autores finalizam o tépico
definindo matriz como “(...) uma funcdo que assaws pares ordenados (r; S) 0s

valoresa,; e, onde r e s sdo inteiros positivos tais quenegor ou igual ao nimero de

linhas e s € menor ou igual ao nimero de colunasl’]2).

O tépico seguinte apresenta uma aplicacdo de mestriendo, entdo, proposto
pelos autores que em algumas matrizes sejam calgdadicacdes que possam auxiliar
os alunos na interpretacdo da mesma. Por exemata, rppresentar a matriz duma
classe que tem 3 rapazes louros, 6 morenos e uwr grenocgas louras, 9 morenas e
uma ruiva, utilizamos a matriz:

L M P R
R 3 6 1 0
M 2 9 01

Nos topicos seguintes sdo apresentadas as defrdedgualdade entre matrizes
e algumas matrizes que possuem propriedades esp&nias matrizes sao iguais “(...)

quando e somente quando 0s elementos que ocup&bgoguais sao iguais” (p113),

uma matriz nula “(...) € a que possui todos eleosenulos” (p.113), indicada pd_D,

uma matriz diagonal é a “(...) matriz quadrada passui todos os elementos nulos
exceto aqueles de indices iguais (...)", matrizakesc“(...) € matriz diagonal e que
possui 0s elementos ndo nulos iguais (...)” e matansposta “A transposta de uma
matriz A € uma matriz em que o elemento que ocypzsigao (r; S) € igual ao elemento

da matriz A que ocupa a posi¢ao (s; r)” (p.114).



A primeira parte do capitulo sobre matrizes € im@ala com uma lista de 12

exercicios sobre 0s conceitos basicos de matrizes.

Na segunda parte do capitulo, “Operacées com Matrizdo apresentadas, em
11 topicos, as operacdes de adicdo e multiplicagi® matrizes e a multiplicacdo de
uma matriz por um namero real.

Apos definir adicdo de matrizes e destacar quensasie matrizes é definida
apenas para matrizes de mesma ordem, sdo apreseatgdns exemplos numeéricos e
algumas propriedades dessa operacdo, dentre etammatativa, a associativa, a
existéncia de elemento neutro e de elemento invAtém de enunciar as propriedades,
0s autores apresentam alguns exemplos numéricossude aplicacdo e suas
demonstracdes.

No topico seguinte € apresentada a definicdo de&do entre matrizes, sendo
que esta, assim “(..) como 0s numeros reais, ndpa gda comutatividade,
associatividade e da existéncia do elemento neeiceto da existéncia do neutro pela
direita” (p.122).

A Multiplicacdo de matrizes é definida a partir@inceito de transformacao de
variaveis, por exemplo:

Considere:

X=3z+2w t =5x+9y
y =8z+4w € u=6x+7y

Temos que A e B sdo matrizes dos coeficientesrdasformacdes acima:

SHER

Substituindo na transformacédo B os valores de xdados pela transformacéo
da matriz A, obtemos:
t =5@Bz+2w)+98z+4w) = (6.3+98)z+ (5.2+ 94)w
u==63z+2w)+78z+4w) = (6.3+ 7.8)z+ (62+ 74w
Entretanto essa transformacao pode ser feita deafdireta, resultando em uma
s6 transformacao dada pela matriz C:
_ {5.3+ 98 52+ 9.4} _ {87 46}
63+78 62+74 74 40
Sendo, portanto, a matriz C denominada TransformagéMatriz Produto e
indica-seC = B.A



Os autores definem a soma algébrica dos produto®lementos de uma linha
da matriz B, por uma coluna, correspondente, daiznAt como Produto Interno.
Assim, o “(...) produto de uma matriz por outra énatriz cujos elementos sao 0s
Produtos Interiores correspondentes as suas pesighe25).

Apés definir o produto entre matrizes, 0s autoi@s wim “aviso” que para ter a
operagdo de multiplicacdo o niumero de colunas mhlaepa matriz deve ser igual ao
namero de linhas da segunda.

Através de um contra-exemplo o0s autores mostram gu@ropriedade
comutativa ndo é valida para a multiplicacdo entedrizes, entretanto, demonstram,
também, que a multiplicagdo entre matrizes € aa$e&ie possui elemento neutro.

A demonstracdo da propriedade associativa € rdalide duas maneiras. Na
primeira, considerada mais facil para o aluno, sras desenvolvem a multiplicacédo
entre trés matrizes genéricas de ordem nédo elevadagtrando assim que a equacao
Ax(BxC)=(AxB)xCé valida e uma segunda demonstracdo, considerada pe

autores como demonstracao rigorosa, € feita coesop@a simbolo de somatorio.

Uma matriz escalar cujos elementos ndo nulos s@iaisiga unidade, é
denominada matriz identidade, indicada por |, semge para toda matriz A,

I x A= Ax| = A, ou seja, | € o elemento neutro da multiplicagtoeematrizes.

O capitulo seguinte, “Sistemas Lineares”, é divdam seis partes, “A”, “B”,
“‘C’, ‘D", “E” e “F’, intituladas, respectivamente: “Sistemas Lineares”,
“Determinantes”, “Propriedades”, “Resolucdo de &isds Linearesnxn por
determinantes”, “Resolucéo de Sistenmasn por Inversdo de Matrizes” e “Resolucéo
de Sistemas por Triangulagdo”.

Inicialmente, para resolver um sistema lineéax2, os autores utilizam a
representacdo geométrica das duas equacdes dmasisendo, portanto, o ponto de
interseccgédo entre as duas retas formadas a resaoggistema.

Além disso, com base na teoria dos conjuntos, gesiutilizam o conceito de
interseccdo entre conjuntos, para determinar s&teng é determinado, indeterminado
ou impossivel.

7

A parte “B” é iniciada com uma definicdo recorredts Determinantes:



Dada uma matriA = [qj] , definimos:

nxn
a) Paran=1

| Al=a,

b) Paran>1

| A| - aﬂ‘Am‘ _ aﬂ‘Az;l‘ + agl‘AS;l‘---(—l n+1an1‘ A onde ‘ Al ‘
significa determinante da matriz A quando se suprniinha i e a coluna j,
denominada Matriz Reduzida em Cruz. (p.141)

Assim, utilizando a parteb) da definicdo temos que o determinante de uma

matriz de segunda ordem é:

&, &,

a, a, = a11| a22| - a21|a12|

Mas, pela parte) temos quea,,| = a,, e|a,| = a,, logo:

& &
A 8y

Apo6s definir determinantes, os autores apresentama tabela com sete

=), T3,

observacbes sobre o conteddo, entre elas destacques'(...) quando estamos
indicando o calculo, diz-se que o determinante g=télo desenvolvido ou expandido” e
“(...) o estudante observa que para resolver datarntes de terceira ordem, recorremos
aos de segunda, para os de quarta recorremos descdiea e assim sucessivamente
(...)" (p. 142).

Em seguida € apresentado a Regra Pratica paravdbsardeterminantes de 32
ordem. Os autores adotam a disposi¢cdo onde aadkderceira coluna, repetem-se as
duas primeiras e destacam, entretanto, que de raaaehloga, o determinante de 32
ordem, pode ser desenvolvido colocando abaixo d&ita linha, as duas primeiras,
sendo a verificacao desta Ultima deixada a cargedimudantes.

No terceiro topico sdo apresentadas algumas pdaaiés que podem facilitar o
calculo dos Determinantes, dentre elas: expansdogpalquer coluna, da matriz
transposta, dos elementos nulos, da troca de digssfilas iguais, da multiplicagéo e da
adicdo de filas. Para demonstrar a propriedadetrdaspostas os autores utilizam
demonstracao por inducéo, destacando que o estsda demonstracao € optativo.

Em seguida é utilizado o conceito e propriedadegetierminantes apresentadas
no tépico anterior para resolver Sistemas Lineamesn, sendo esse processo

denominado Regra de Cramer.



Para inverter uma matriz sdo apresentados doig$sos, 0 primeiro atraves de
determinantes e o segundo a partir da resolucéénmcarde um sistema.
Além da resolugdo de sistemas por determinantesa®izes inversas é

apresentado o método de resolucéo por Triangulacéo:

O processo procura anular os coeficientes dasvesside tal maneira que
se obtenha a matriz do sistema triangular, istab@jxo da diagonal os
elementos sdo nulos e, depois, por processo ligtrpatetermina-se por
substituicdo os valores das variaveis. (p. 155).

Finalizando o capitulo sdo propostos 22 exercieib®s testes. Os exercicios
exigem que os alunos utilizem todas as técnicassaptadas para resolver sistemas
lineares: graficamente, por determinante, por medrinversas e por triangulacdo, além
disso, sdo propostos exercicios sobre determinastes propriedades e matrizes

inversas. Os exercicios sao seguidos por suasstaspo

Consideramos pertinente destacar que os autorpseseupam em facilitar o
estudo dos alunos, apresentando de forma conitigales e facil o contetdo.

Quanto aos aspectos de apresentacdo destacamas gueores denominam
como ilustracdo os exemplos numeéricos apresentados decorrer do texto sao
inseridos alguns quadros com defini¢des, avisggesties e conclusdes, o que, parece-
nos ser uma estratégia para chamar a atencdo wlossaltornando o estudo mais
atrativo.

O método utilizado para definir determinantes, to fdos autores apresentarem
0s topicos sobre Determinantes e Matrizes Invamsasapitulo de Sistemas Lineares,
sendo que, geralmente, esses conteldos sdo apdesend capitulo sobre Matrizes e a
abordagem feita aos Sistemas nao Lineares, contpddoo abordado em livros
publicados para o ensino secundario, sdo fatores diferenciam esse manual da
maioria dos que ja estudamos.

Entretanto, assim como na maior parte dos manuaadisados, neste, o
contetdo de Determinantes é apresentado devida enfrtancia e aplicabilidade na
resolucdo de sistemas lineares.

Além disso, vale ressaltar, que para apresentasiusiies sobre o numero de
solugbes que um sistema pode assumir, os autolizarmtnocdes de interseccéo entre
conjuntos, tépico incluso no ensino secundario camMatematica Moderna,

caracteristica, que, juntamente com os aspectaprésentacdo do texto, confirmam a



relacdo entre a elaboracdo do manual e as modégrasas de renovacao do ensino da

matematica que os autores se referiam no inicabda

Livro : Moderno Curso de Matematica

Autor: Manoel Jairo Bezerra

Edicdo: ndo consta

Ano de publicacao:1968

Editora: Companhia Editora Nacional — Sdo Paulo

Nivel de Ensino:1° ano dos cursos Classico e Cientifico.

O livro “Moderno Curso de Matematica”, elaboraadopprofessor Manoel Jairo
Bezerra para o 1° ano dos cursos Classico e Gaenti#borda os conteldos propostos
pelo moderno programa de Matematica para a Esaetang8aria. Assim, o livro é
dividido em oito capitulos com o0s seguintes tem@sinjuntos, Coordenadas
Cartesianas, Relacbes, Funcbes, Leis de Composigdmeros reais e numeros
complexos, Estruturas, Matrizes, Sistemas lineai@sometria no Espago.

Inicialmente temos um texto de apresentacdo oraigay explica que devido ao
carater experimental do ensino da Matematica Madeorlivro foi publicado em trés
volumes, um para cada ano do 2° ciclo. Em segeéidgresentada uma sugestao do
namero de aulas que devem ser utilizados paraltebeada conteddo abordado no
manual, sendo que para o estudo de Matrizes o putpBe sete aulas. Além disso,
antes de iniciar o primeiro capitulo, o autor apnés o significado dos simbolos
matematicos utilizados na obra.

O capitulo 8, dedicado ao estudo de Matrizes, @idiv em sete tépicos. O
primeiro deles, intitulado “Preliminares”, é dividi em trés subitens que apresentam o
objetivo, a importancia e a nocao intuitiva de izas.

No segundo topico é apresentada a seguinte defipagd Matriz:

Sejal :{12,-~-,m} ON e J 2{12,~--,n} [0 N e X um conjunto ndo
vazio.

Chama-se matriz de ordemxn(que se |é “m por n”) a toda aplicacdo de
| xJem X.

Geralmente, representa-se uma matriz por umareiascula e a imagem

de cada pal(i, j)DI x J por uma letra minascula, correspondente a letra
maidscula que representa a matriz, afetada derdbees.



Assim, se A:lxJ - Xé a matriz considerada, entao:
Ali, i) =2 ouA:(i,j) - a (p. 83).

Apoés definir e apresentar a notacao de uma mataigar define matrizes iguais,
matriz quadrada, diagonal principal, matriz linimaatriz coluna, matriz transposta,
matriz simétrica, matriz nula e matriz oposta.

No tépico seguinte, Adicdo de Matrizes, sdo aptess, além do conceito, as
seguintes propriedades da soma de matrizes: fechamassociativa, comutativa,
elemento neutro e inverso, sendo, entéo, conclyliiém conjunto de matrizes de ordem
mxn, forma uma estrutura de grupo abeliano.

A partir da definicdo de soma de matrizes o0 aytoesenta, no topico seguinte,
a definicdo e dois exemplos de diferenca de duaszes

Prosseguindo o estudo temos a definicdo de prodieitam nimero por uma
matriz: “Chama-se matriz produto de um numerpor A, e indica-se pooA, a matriz

B =(b) _definida por:0(i, j)01xJ,b; = aa, " (p.87). Para finalizar o t6pico o autor

apresenta as propriedades do produto de um nuroetoya matriz.
O topico seguinte € iniciado com a definicdo delpto de uma linha da matriz

A por uma coluna de uma matriz B: sejauma linha da matriz A e;@ma coluna da
p

matriz B, temos qu&;C; =a b, +a,b,; +---+ab, = Za,.kaj . Em seguida, o produto
k=1

entre as matrizes A e B é definido pelo produtdirdea i da matriz A pela coluna j da

matriz B, ou seja, o elemento da matdz  ABdefinido porc, =LC,. Apbs

apresentar quatro exemplos numéricos de produte ematrizes, o autor apresenta

algumas observacoes referentes a essa operagao:

1? Para que exista AB, é necessario que o nimeroldeasoda primeira
matriz A seja igual ao nimero de linhas da segumatsz B.

2% Existindo o produto da matriz A de ordemx p pela matria B de
ordem pxn, pode ndo existir 0 produto da matriz B pela mali Basta
paraisso, quéen Z n.

3% Se as matrizes A e B sdo quadradas, de mesma ordexistem
sempre AB e BA, mas, em gerdB # BA. (p.90)

A matriz |, cujos elementos da diagonal principal sdo igualseaos demais

elementos séo nulos, € denominada matriz identidadmidade para a multiplicacéo.



A soma e a diferenca entre matrizes possuem as asepropriedades dos
ndameros reais, entretanto, em relagdo ao produtaodntece o0 mesmo, as principais
diferencas destacadas pelo autor sédo: “o produttude matrizes nao nulas pode ser
uma matriz nula” (p.91) e o produto entre duas ixedrndo goza da propriedade
comutativa nem da propriedade de cancelamentoetanto, tal operacdo possui a
propriedade associativa, distributiva a direitaesquerda, elemento neutro e elemento
nulo.

O sexto topico é finalizado com a definicdo de mativersa. Representada por
A™, a inversa da matriz A é encontrada através dagdguAA™ = AA=1_. Para

resolvermos uma equacdo da formd =B, a matriz A precisa ter inversa, assim
X =A"B.

No ultimo tépico, intitulado “Algebra das matriz&€x<2”, temos que “(...) 0
conjunto M das matrize2x2 é um anel em relacdo a adigédo e a multiplicagd®2,
sendo a verificagdo dessa propriedade deixada essrgaicio aos estudantes.

O capitulo sobre matrizes é finalizado com 10 dgerg, sendo alguns teoricos
e outros de aplicacdes das propriedades e operagfeEsentadas.

Dando continuidade ao estudo, no capitulo seguirdgeitor apresenta um estudo
sobre Sistemas lineares, onde a partir da teosianddrizes, apresentada anteriormente,
0 autor apresenta algumas maneiras de solucios@ngs de equacdes lineares de
ordemmxn. Dessa forma, os autores dedicam um tépico degstulo para o estudo
sobre determinantes e um para suas propriedadedo ®stes seguido pelo tépico

“Resolucéo de Sistemas Lineamg n por Determinantes”.

Consideramos pertinente destacar duas diferen¢es esse livio e 0os demais
gue ja analisamos: a primeira delas, diz respeitmemento onde o estudo de matrizes
e sistemas lineares sao realizados. Neste marsed tsmas sdo abordados no volume
dedicado ao 1° ano dos cursos classicos e ciastifemquanto nos demais manuais o
estudo desses topicos sao indicados para o 2A&T0.disso, destacamos que apesar
de abordar matrizes e sistemas lineares, em nemhomento 0 autor menciona o
conceito de determinantes.

Vale ressaltar que o uso do conceito de funcaquiot grupo e anel, feito pelo
autor para definir matrizes e apresentar suas ipdgites, € uma das diferencas
marcantes com relacao aos anteriores ao Movimenkbadematica Moderna.



Acreditamos que o objetivo do autor ao apresentaestudo sobre matrizes é
utiliza-lo como aplicagdo na resolucdo de sistelimesmres, pois, além de apresentar
apenas 0s conceitos basicos do conteldo, o autodardonstra nenhuma propriedade

ou operacéao apresentada, deixando tais demonsregd® exercicios para os alunos.

Livro : Introducéo a Algebra das Matrizes
Autor: School Mathematics Study Group
Edicdo: n&o consta

Ano de publicac&do:1969

Editora: EDART - S&o Paulo

Nivel de Ensino:Ensino Secundario

O livro Introdugdo & Algebra das Matrizes, publaan 1969, foi organizado
pelo School Mathematcs Study Group — SMSG — e middupara o portugués pelo
professor Lafayette de Moraes.

Esta obra, composta por cinco capitulos, € dividetundo os temas: Operacdes
com matrizes; A algebra das matrizeéax ; Rlatrizes e Sistemas Lineares;
Representacdo de Matrizes coluna por vetores gdaoosste Transformacgdo do Plano.
Além desses capitulos, no apéndice do manual,toseaipropdem alguns exercicios de
pesquisa sobre Quaternides, Algebras ndo—assesipfivAlgebra dos subconjuntos; e
Andlise e sintese das demonstragdes.

Segundo os autores, uma das metas desse manuedséragr a estrutura e
alguns topicos da matematica que serdo Uteis pamasaque pretendem continuar os
estudos em cursos universitarios. Apesar de o Isgp produzido para o Ensino
Secundario, os autores ressaltam que esta edigériraental do manual ndo foi
utilizada em cursos comuns, embora ndo explicitaal g natureza dos cursos em que
foram utilizados.

O primeiro capitulo, intitulado “Operacdes com Nas”, € dividido em 10
tdpicos, nos quais, conforme o proprio titulo nesela, os autores apresentam as
operacoes efetuadas com matrizes, tais como: admgdoplicacdo de uma matriz por
um numero e multiplicacdo entre matrizes. Alémajiss autores nos apresentam um

breve texto sobre o desenvolvimento historico d@seros e apresenta as matrizes



como uma espécie de numero bem sucedida e reskali@nsua importancia,
principalmente, para as areas da ciéncia e enganhar

Matriz é “(...) um conjunto retangular ordenado elementos dispostos em
linhas e colunas” (p.3). Neste manual os autorggesentam uma matriz entre
colchetes, sendo esta a Unica notacdo apresentada.

Apés definir matrizes, os autores definem ordenum@ matriz, sugerindo seis
exercicios sobre esses conceitos iniciais, sendgodétes aplicacdes de matrizes no dia-
a-dia.

No terceiro topico os autores definem, apresentaemplos e propdem cinco
exercicios sobre igualdade de matrizes: “Duas emtfz e B séo iguaisA =B, se, e
somente se, elas tém a mesma ordem e seus eleroemtEspondentes séo iguais.” (p.
7).

Segundo os autores, “(...) para dar ao estudo daszes 0 seu real significado,
precisamos definir “soma” e “produto” para matrizgs 9). Dessa forma, os autores
definem, no quarto tépico, soma e diferenca entratrines, apresentando as
propriedades (elemento neutro, comutativa, asseziatelemento inverso) e exemplos
dessas operacdes. Para finalizar o topico, sGmgtiagp 14 exercicios sobre igualdade e
adicdo de matrizes, sendo quatro desses exercil@osnstracbes dos teoremas
(propriedades) apresentados anteriormente.

No quinto topico séo apresentadas algumas condussime o estudo da adicéo
de matrizes, onde o0s autores ressaltam que ‘t€..0) @onto em que somente adicéo e
subtracdo estdo sendo consideradas, a algebraatldzesn é exatamente igual a algebra
comum dos nameros.” (p.16). A partir dessa afirroagsi autores empregam o mesmo
procedimento utilizado para resolver equacdes nuoagerpara resolver equacdes
matriciais.

Os autores utilizam o conceito de multiplicacdo mieneros para definir a
multiplicacdo entre um numero e uma matriz. “Seiadamos duas matrizes iguais, a
soma é evidentemente uma matriz onde cada elengergwatamente o dobro do
elemento correspondente nas duas matrizes dagdass).(

Exemplo:

2 3|,[2 3]_[4 6]_[22 29]_,2 3
-1 0| |-1 0| |-2 0| |2¢-D) 20| -1 0



Com essa nova operagcdo e com suas propriedadeladss sdo resolvidos e
propostos seis exercicios sobre equac¢des matriemislvendo adicdo, subtragéo, e
multiplicagdo por um namero.

No topico seguinte, os autores definem a multiphcade matrizes a partir de
um problema simples e pratico, enfrentado por wbheda de televisdes.

“Um elemento do produto AB é achado multiplicandda um dos p elementos
numa linha de A pelo elemento correspondente destie elementos da coluna de B e
efetuando a soma”. (p. 24).

ApoOs apresentar a regra e um diagrama que ilughr@aesso de multiplicacao
de matrizes, sdo apresentados alguns exemplos dgssacdo, que € definida
formalmente da seguinte maneira:

Sejam A= |_aijJ e B= [bijpxn matrizes de ordensnxf e pxr,

mxp
respectivamente. O produto AB é a matriz de ordemr, onde o
elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna € a stoagrodutos obtidos
multiplicando os elementos da i-ésima linha de gelementos
correspondentes da j-ésima coluna de B.

(...) O produto AB é a matriz de ordenmxr, dada por

p
AB = [a” ]mxn[bjk ]pxn = z g ka (p.27-28)
j=1

mxn

No oitavo topico sdo apresentadas algumas difesemgiie a multiplicacdo de
nameros e a de matrizes: para a multiplicacdo deizes ndo vale a propriedade
comutativa, a segunda diferenca entre a multigficagntre nimeros e a multiplicacéo
entre matrizes é que o produto de duas matrizesuas pode resultar em uma matriz
nula, a lei do cancelamento para a multiplicacétotan ndo € vélida para a algebra das
matrizes e tratando-se de ndimeros reais temos ggeagaoxx = a PosSsui N0 maximo
duas raizes, para as matrizes essa propriedadérramdo é valida, por exemplo, a
matriz identidade, possui quatro raizes quadraifi@asdtes.

Em seguida, no tdépico “Propriedades da Multiplicac@le Matrizes
(Conclusao)”, sdo apresentadas as propriedadesultplitacdo entre nameros que
também sdo validas para a multiplicacdo de matriassociativa, distributiva a
esquerda e a direita, existéncia do elemento ki e nulo.

Esse capitulo é finalizado com 13 exercicios e extotque resume o contetudo
estudado e apresenta uma breve introducdo sobrveoso multiplicativo para as

matrizes, conteudo que € abordado com mais prafaddinos capitulos subsequentes.



O segundo capitulo, A algebra das matri2es, é 2ividido em oito tépicos
intitulados: Introducéo; O anel das matrizss ; Ubicidade do Inverso Multiplicativo;
O inverso de uma matriz de ordem 2; A funcdo Deateante; O grupo das Matrizes
Inversiveis; Um isomorfismo entre Nimeros Complexd4atrizes; e Algebras.

Esse capitulo é dedicado ao estudo do problemavdsia@l de matrizes. Para
facilitar a discusséo sobre esse problema os auserdmitam, inicialmente, ao estudo
do subconjunto de matrize&x . 2

Para trabalhar com esse conteddo os autores afaeseresumidamente, o
conceito de grupo, anel e corpo.

O capitulo € iniciado com a definicdo de conjurdochfido. Em seguida, os
autores mostram que o conjunto de matri2es é @m anel em relacdo a adicéo e a

multiplicacdo e apresentam o conceito de inversdtipticativo, mostrando a sua
unicidade. “SeAOM , entdio um element® > de M é um inverso de A desde que

AA L= = A7AY (p.5T7).

Os autores ressaltam a importancia de desenvolvermétodo geral para
determinar o inverso de uma mati2x e2a partir de duas matrizes genéricas e da
definicdo de inverso apresentada anteriormentepndran a seguinte regra para

encontrar o inverso de uma matriz:

) ab . -
“Se a matriz q tem um inverso, entdoh=ad-bc# ,0 e
C

4 d -b
a b~ _ h hla
L d} = ¢ al (p.67).
h h

No quinto tépico € introduzido o conceito da funcédeterminante: “Se
a b
X =L d] entdo J(x) =ad —bc é chamado de determinarde X" (p. 70). Apés

calcular o determinante de algumas matrizes, sdesaptadas e demonstradas as

seguintes propriedades dessa funcad(AB)=09J(A)J(B , J(A_1)=ﬁ

(AB)1=B1a™1,



Ao finalizar o topico os autores ressaltam que.)“(existe uma funcéo
determinante associada a cada matriz quadradiate dela ser diferente de zero é uma
condicdo necesséria e suficiente para que a nt@titia um inverso” (p.74).

No topico seguinte, os autores definem grupo, aptam alguns exemplos de
grupos de matrizes inversiveis e propdem 11 exescéobre esse conteudo.

Prosseguindo o estudo, no tépico “Um Isomorfismiveenimeros complexos e
Matrizes”, os autores mostram que o sistema dorasrtomplexos pode ser expresso
em termos de matrizes e introduzem o conceito @®asfismos entre dois sistemas
nuMeEricos.

Finalizando o segundo capitulo, os autores aprasenin texto sobre o conceito
de algebra e sobre algebras que possuem a mesutarastsendo essas denominadas

isomorfas.

No terceiro topico, “Matrizes e Sistemas Lineares’,autores mostram como
utilizar o conceito de matriz para resolver sisteraeares, ou seja, mostram como
representar um sistema linear na forma de matriges. seguida, apresentam os
procedimentos que podem ser utilizados para eraraatsolucédo de um sistema, dentre
eles as operacdes com linhas, a multiplicagdo dezes elementares e o0 método da

triangulagéo.

No quarto tépico, os autores representam o conjdasomatrizes coluna com
dois elementos, ou seja, matrizes do tigg , nh forma geométrica, as quais
denominam vetor coluna de ordem dois.

Os autores defendem que a interpretacdo geomdgeicana matriz coluna “(...)
levard a uma compreensdo mais profunda do sigadica das implicacdes dos
conceitos algébricos”. (p. 120).

Para realizar este estudo, os autores apresentdéamda algebra de vetores —
adicdo de vetores, produto escalar e a sua repaedengeomeétrica —, 0os conceitos de
espaco vetorial e dependéncia linear.

Dando continuidade ao estudo de vetores, no qtdpico, os autores abordam
o conceito de transformacdes no plano, relacionaslduncdes e transformacoes
geométricas, apresentando as matrizes transforsaes8etransformacdes lineares e

biunivocas, os vetores e valores caracteristiaosanceito de rotacéo e reflexao.



O manual é finalizado com alguns exercicios de ysaqque, segundo 0s
autores, servem como teste para conhecer a cagaaidatematica dos alunos. Esses
exercicios “(...) sdo essencialmente do “tipo pesgudestinados a apresentar aspectos
de teoria e préatica da Algebra das Matrizes natidmsno texto.” (p.187).

Conforme podemos perceber, nesse manual, apesaudgso ser indicado para
cursos de nivel secundario, sdo abordados conteledpstematica que, normalmente,
sao trabalhados somente em cursos universitardaracteristica se relaciona com os
propoésitos do Movimento da Matematica Moderna, dgfendia o ensino das estruturas

matematicas no Ensino Secundario.

Vale ressaltar, que os autores comparam a algelsrandtrizes com a algebra
dos numeros, buscando relacionar o conteudo que s=stdo estudado com um
contedo que os alunos ja conhecem, facilitandgimasa aprendizagem do mesmo.
Além disso, outro fator que facilita a fixacdo dmtzudo é o “Conjunto de Problemas”
propostos pelos autores ao término de cada téptodado

Neste manual, diferentemente da maioria dos adakksem nossa pesquisa, ndo
é dada énfase ao estudo dos determinantes. Embatdares abordem o conteudo, eles
ndo apresentam suas possiveis notacdes e as séemagras para resolvé-los.

Além disso, vale ressaltar, que a forma de apras@&at e os conteudos
abordados nessa obra sdo os mesmos do terceirnerzdiiobra “Matematica”, também
desenvolvida pelo SMSG, em 1966.

Livro : Abecedario da Algebra
Autor: Darcy Leal de Menezes
Edicdo: 82 Edicdo

Ano de publicag&o:1971
Editora: Livraria Nobel

Nivel de Ensino:Ciclo Colegial

A obra “Abecedario da Algebra, escrita pelo coronel Darcy Leal de Menezes,

teve sua oitava edigéo publicada em 1971. O madesénvolvido para alunos do ciclo



colegial, é dividido em 16 capitulos que abordanseguintes contetdos: Polinbmios;
Funcgbes; Trindbmio do 2° grau; Progressdes; Func#poriencial; Logaritmos;
Equacdes Exponenciais; Andlise Combinatoria; Paeéo Algébrica; Determinantes;

Numeros Complexos; Limites; Continuidade; Séries;i\tadas; e Equacdes Algeébricas.

O estudo sobre determinantes é realizado no déciapdtulo, sendo este
dividido em trés topicos: Preliminares; Calculo dosterminantes e Aplicacdo dos
Determinantes. Para discutir essa teoria o auiltcraub7 paginas, que sao divididas em
44 paragrafos.

Menezes divide o primeiro tépico em cinco parawgafnos quais define
inversdo de permutacgdo, enuncia e demonstra a Beddazout: “Quando se trocam as
posicdes de dois elementos quaisquer de uma perd@oytasta muda de sinal.” (p.213),
apresenta um pequeno texto sobre a origem dosndessites, ressaltando que o
objetivo de seu estudo € aplica-lo a resolucdoistensas lineares, define matrizes,
determinantes e apresenta suas possiveis notapasiio de Jocobi (representado pela
matriz de A elementos, colocados entre simples tracos ves}jcadtacdo de Cauchy
(representado pelo somatério dos termos princigaisptacdo de Kronecker (o termo
principal colocado entre tracos verticais).

Segundo o autor uma “(...) matriz retangular de elementos (que podem ser
nameros, expressdes numericas ou algébricas) eadrajdesses elementos dispostos
em m linhas e n colunas, entre duplos tracos astic(p.215).

Menezes define determinante como:

(...) a soma algébrica de todos os diferentes posdobtidos com os
elementos de uma matriz quadrada, de sorte queptadato se apresenta
apenas com um elemento de cada linha e da cadaacalfetado do sinal
correspondente a classe de permutacao formad#l6]p.

O segundo tépico, Célculo dos determinantes, d@idiwiem seis partes, sendo
essas divididas em 28 paragrafos.

Inicialmente Menezes apresenta um texto sobre csigméfica desenvolver um
determinante: “Desenvolver (ou calcular) um detaemte é passa-lo de um dos
aspectos simbdlicos sob o qual se apresentar, @ata um polindmio cujo valor

numerico é o valor do determinante”. (p.217)



Regra Geral Espontanea
Para obter-se o desenvolvimento de um determinkzue:

1.° - Realizar todas as permutac¢des dos indicesiards do termo principal,
considerando-as com o0s sinais correspondentes@assa e como produtos
dos elementos que delas participam.

2.° - Somar algebricamente todos esses prodptdlT)

Em seguida, é apresentada a regra para desendeleeminantes de 22 ordem e
a regra de Sarrus, para determinantes de 32 ordem.

No tdépico seguinte Menezes ressalta a impraticEle de desenvolver
determinantes com grau maior que quatro utilizamgoocesso espontaneo e apresenta
a definicAo de menor, menor complementar, complemaigébrico e adjunto de um
determinante.

Na terceira parte sdo enunciadas e demonstradd4 psopriedades sobre os

determinantes:

- O desenvolvimento de um determinante tem numgualide termos
positivos e negativos.

- Um determinante fica multiplicado por (-1) quargk trocam, uma pela
outra, duas linhas (ou colunas).

- Um determinante ndo se altera quando sdo trocadasadamente todas
as linhas pelas colunas.

- O determinante que tem duas linhas (ou colugasis, € nulo.

- Multiplicando-se (ou dividindo-se) todos os elees de uma linha (ou
coluna) por uma certa quantidade, o determinama fultiplicado (ou
dividido) por essa mesma quantidade).

- Quando todos os elementos de uma linha (ou cplsda nulos, o
determinante é nulo.

- Quando todos os elementos de uma linha (ou cpi#maproporcionais aos
elementos correspondentes de outra linha (ou cplardeterminante é nulo.
- Qualquer determinante pode ser transformado emo @gquivalente que
tenha todos os elementos de uma linha (ou colgna)s a 1.

- Qualquer determinante pode ser transformado €no eguivalente cujos
elementos de uma linha (ou coluna) sejam iguaismea w@uantidade
previamente escolhida.

- Quando se faz um elemento qualq@r, de um determinante, ocupar o

lugar habitual deaf, o determinante fica multiplicado p6r1)"*S.

- Todo determinante pode ser desenvolvido segusdelamentos de uma
linha (ou coluna); e quando forem nulos todos esehtos de uma linha (ou
coluna), exceto um deles, o determinante é igugraduto deste elemento
pelo seu adjunto.

- Quando os elementos situados do mesmo lado dardibprincipal de um
determinante s&o nulos, o desenvolvimento redao-$ermo principal.

- Quando todos os elementos de uma linha (ou cplianam polinémios,
todos de p termos, o determinante dado é iguahe e p determinantes
parciais obtidos com a substituicdo sucessiva rdeliou coluna) visada
pelos diferentes p termos dos polinémios, na orelengue se apresentarem.



- Um determinante ndo se altera quando se somansubtraem aos
elementos de uma linha (ou coluna), os elementossmondentes de outra
linha (ou coluna) multiplicados por um fator comséa (p. 223 — 226).

Prosseguindo o estudo, o autor enuncia e demomgtracesso de Laplace, o
processo de abaixamento de ordem e a regra depahadédesenvolver determinantes
utilizando o conceito de determinantes menores.

Em seguida, Menezes define multiplicacdo de determes de mesma ordem e
observa que para determinantes de ordens diferémesessario primeiro transforma-
los em determinantes semelhantes, por meio de athaio da ordem de um deles,
para depois multiplica-los.

O quinto topico € finalizado com a regra e um edende divisdo de dois

determinantes.

Regra

1.° Considerar realizada a divisdo do determinBngelo determinante d, de
gue resultou o determinante quociente ¢, da mestasmode D e d.

2° Como D=d, efetuar o produto do determinante conhecido  pel
determinante que se pretende conhecer, q.

3.° Estabelecer as identidades dos elementos pon@sntes do determinante-
dividendo D e do determinante-produto dq e, atrad@as, calcular os
valores dos elementos do determinante q. (p.244)

A Ultima parte do segundo topico é dedicada aodestips determinantes

especial de Vandermonde (ou das poténcias).

No terceiro tépico, Aplicacdo dos determinantespndtes aplica toda a teoria
estudada na resolucao e discussao de sistemagfinea
O capitulo é finalizado com 20 exercicios de too®gopicos estudados, sendo

0s exercicios 1 ao 13 sobre determinantes e 10 solite sistemas lineares.

Vale ressaltar que, apesar da obra ter sua oitfigdcepublicada em 1971, nédo
percebemos interferéncia das idéias defendidas pwlwimento da Matematica
Moderna na abordagem do contetdo, nem na apre&erdagnesmo.

Além disso, uma caracteristica importante da @&meapequena quantidade de

exercicios e exemplos, 0s quais se concentramsgxafunente ao final do topico.



Livro : Matematica Aplicada

Autor: Fernando Trotta, Luiz Marcio Pereira Imenes e Jakéibovic
Edicdo: ndo consta

Ano de publicacao:1979 e 1980.

Editora: Editora Moderna.

Nivel de Ensino:Segundo Grau.

O manual “Matematica Aplicada”, escrito pelos pssfaes Trotta, Imenes e
Jakubovic, foi dividido em trés volumes, sendo @ Z° publicados, respectivamente,
em 1979 e 1980.

O 2° volume da obra, dividido em seis capitulofrdd os seguintes temas:
Andlise Combinatéria; A area de uma superficie;rigohometria da primeira volta;
Geometria Analitica: a reta; Sistemas lineares ¢erenantes; e Trigonometria
Generalizada.

O capitulo “Sistemas lineares e Determinantes” gididio, conforme
denominacdo dada pelo autor, em dit¥ intitulados: Introducdo; Nomenclatura;
Determinantes2x2; Sistemas lineare2x2 nao normais; Determinante8x ; 3
Sistemas lineare3x rn&o normais; Sistemas homogéneos; e ComentariasFin

Inicialmente sdo apresentados trés exercicios sgnpphde ndo ha necessidade
de empregar a Algebra para resolvé-los, entretaztm o objetivo de auxiliar na
compreensao dos casos mais complicados e introoldgma de estudo desse capitulo,
0s autores resolvem esses exercicios utilizandanientas algébricas.

O primeiro problema é representado com uma equagis incognitas, para
resolvé-lo os autores inicialmente “chutdmin valor para uma das incégnitas e obtém
o valor da segunda. O problema seguinte é repesiertom duas equacdes a duas
incégnitas, sendo este, resolvido pelo método dmstsuicdo. Por fim, o terceiro
exercicio, com trés equacdes a duas incognitagseélvido da seguinte maneira:
inicialmente os autores “ignoram” a Ultima equagdogontrando uma Unica solucéo
para as outras duas, apds substituir o valor eramtimina terceira equagéo, os autores

concluem que o sistema n&o possui solugao.

® Termo utilizado pelos autores.



No topico seguinte é apresentada a definicdo e gwsnde equacdes e sistemas
lineares: “Sendo a, b, ¢ constantes reais, chanwarelm equacao linear nas variaveis X,
y a uma equagao do tipax+by=c. (...) Um sistema em que todas as equagdes sao
lineares nas variaveis x, y, chama-se sistemarlimestas variaveis” (p.206).

Para solucionar um sistema, inicialmente, os asitapgesentam o método onde
“(...) (a; ,5’) € uma solucdo de um sistema nas variaveis x, gsssubstituicbes
X =a ey = [ satisfazerem a cada uma das equacdes que compgistarna” (p. 207).
Em seguida € apresentada uma tabela onde sdordpdeseas possiveis classificagfes
para um sistema linear: possivel e determinadipelse indeterminado e impossivel.
Este topico € finalizado com uma lista de 15 ex@sisobre o conteddo visto, sendo
trés deles seguidos por suas resolucdes e os dsamidemarcados por uma estrela
indicando que sua resolucao é deixada a cargotddagde.

O terceiro topico, “Determinante&x 2”, é iniciado com o estudo da solucao de
sistema linea2x 2 genérico.
yX+ay=ag
bix+bpy =bs ’

os autores multiplicam os dois membros da primegaacdo pob, e os da segunda

Para encontrar a solugéo de um sistema liGee genérico:{

equagao por a, e ao somar as duas equagdes eles obtém a sesplugi@o parax ey:

X:M y:M,Sendoalbz—azblio
ajby —aghy &by —aghy

Apoés apresentar um exemplo numérico 0 autor api@sema maneira de

memorizar as formulas acima:

Nas formulas obtidas, pode-se notar que os dendmies de x e y sdo
iguais: ambos valenab, —a,b, . Localizaremos, no sistema genérico, os

coeficientes que comparecem eab, —a,b . Para isso, chamaremos de

matriz incompleta do sistema a tabela constituid@sp coeficientes das
variaveis x e y (...) Olhando para a matriz incatgple tendo em mente o

desejo de obter o valor dab, —ab, cria-se um novo conceito que

fornecera, a partir de uma matr&x 2, o resultado desejado. Esse novo
conceito sera chamado de determinawe? . (p.211)

(...) Desse jeito, na resolucdo do siste¥a2, podemos memorizar que 0S
denominadores de x e y sdo iguais ao determinanteatriz incompleta do
sistema. (...) Em termos de memorizagdo, o numedsr é o determinante
da matriz que se obtém substituindo, na matriznmpdeta, a coluna dos
coeficientes de x pela coluna dos termos indepdesleBa mesma forma, o
numerador de y é o determinante da matriz que samobubstituindo, na



matriz incompleta, a coluna dos coeficientes desha goluna dos termos
independentes. (p. 212)

Por fim, os autores apresentam, num quadro codofaimza, essa resolugcéo na
forma algébrica e a denomina Regra de Cramer. Makaltar que a matriz incompleta
€ apresentada entre colchetes e o determinante dudis barras verticais, entretanto,
nenhuma observacéao é feita a respeito dessas oizgdes.

O tépico é finalizado com seis exercicios, senél® que abordam a resolugéo de
sistemas lineares pela Regra de Cramer e trésegiggrpo calculo de determinantes.

Quando o determinante da matriz incompleta domstéor nulo, os autores
denominam esse sistema como “Sistemas lineares nuimais”, sendo esta
caracteristica considerada um sintoma de “anoraddtd do sistema. Quando este
sintoma ocorre o sistema podera ter infinitas othaoma solucéo.

Da mesma forma, quando o determinante da matramipteta é diferente de
zero o sistema é denominado sistema normal, sess#g possiveis e determinados.

Para finalizar o toépico, € apresentado um quadra o resumo sobre as
relacdes entre o valor do determinante e o numersotu¢cdes de um sistema linear e
uma lista de exercicios que abordam os fatoresogasionam o0 anulamento de um
determinante2x 2.

Apds apresentar um resumo dos conceitos apresen@slautores propdéem 10
exercicios sobre resolucéo de sistemas linezxes.

No tépico seguinte é apresentado, a partir da uedolde um sistema linear
3x3, 0 método para calcular um determinante de or@em e a3partir da regra de
Cramer é feito um estudo semelhante ao realizadospgtemas linearezx 2.

Por fim, é apresentado o conceito de sistemas réeaeAomogéneos, que
admitem solucdo nula, ou seja, “(...) todas asavars assumem o valor do zero. Assim
(O; 0; 0) é a solucao do sistema” (p. 225) e noacios, sendo dois deles resolvidos.

Para finalizar o capitulo os autores destacam, itava topico, “Comentarios
Finais”, que o estudo foi limitado aos sistemasdimes2x2e 3x 3, pois esses Sao 0S
mais comuns encontrados na pratica. Entretantommesm tal afirmacédo, e sem
apresentar um método para resolver sistemas dasodiferentes, sdo propostos quatro

exercicios para resolver sistemas de ordense 224.



O 3° volume é dividido em oito capitulos, conformg seguintes temas:
Probabilidades; Limites e Derivadas; O Volume de $@tido; As figuras no espaco;
Polinbmios — Equacdes Polinomiais (12 Parte); NomeComplexos — Equacles
Polinomiais (22 Parte); As cOnicas; e Matrizes.

O estudo sobre matrizes é abordado no ultimo dapg&ando este, dividido em
20 topicos: Introducédo; Conceito de matriz; Igudlae matrizes; Adicdo de matriz;
Matriz nula; Matriz oposta; Propriedades da adid@anatrizes; Subtracdo de matrizes;
Multiplicacdo de um namero real por uma matriz;fPiedades da multiplicacdo de um
namero real por uma matriz; Somatorias; Algumaspmpedades das somatorias;
Multiplicacdo de matrizes; Matriz unidade; Propadds da multiplicagdo de matrizes;
Matriz Transposta; Determinantes — teorema de Lapla Cauchy; Propriedade
relacionando matrizes e determinantes; Matriz lsajee Sistema linear normal.

No primeiro topico, os autores ressaltam queraglos temas abordados nos
trés volumes dessa obra poderiam ser apresentadueésade uma abordagem ldgico-
dedutiva, ou seja, a apresentacdo desses conteédias sofisticada, formalizada,
rigorosa e 0 mais sucinta possivel, aléem dissaut@ares ndo teriam a preocupacao em
relacionar a matematica com o cotidiano dos aluiRema ilustrar esse tipo de
abordagem os autores fazem uma apresentacao sutilitando a abordagem légico-
dedutiva, do conteido de numeros complexos, aboreladcapitulo anterior.

A abordagem logico-dedutiva é adotada pelos autpa®m apresentar o

conteudo de matrizes, por duas razdes principais:

1?) Os alunos que, ao concluirem o 2° grau, preten@adedicar
de forma especializada a Matematica, ingressandsta nérea na
universidade, vao deparar com freqiéncia com ragax|6gico-dedutivos
e achamos interessante que entéo ja tenham Vistmaesse sentido;

29) As motivacdes e aplicacbes praticas mais interessatas
matrizes sdo de nivel superior, e acreditamos qgeni bastante ao que
pretendemos realizar neste curso. (p 342)

O estudo de matrizes é considerado um jogo logechHivo, onde, através da
resolucdo dos exercicios, os estudantes sdo colm@daparticipar desse jogo.

O topico seguinte é iniciado com a seguinte ddiimige matrizes: “Sejam m e n
dois nimeros inteiros maiores ou iguais a um; chsenaatrizmxn (leia: m por n) a
uma tabela constituida por mn elementos, dispostosm linhas (horizontais) e n

colunas (verticais)”. (p. 342)



Ainda no primeiro tépico, sdo apresentadas as igéés de alguns casos
particulares de matrizesx n: matriz linha (quando m = 1), matriz coluna (quamnd=
1) e matriz quadrada (quando m = n).

Apés apresentar alguns exemplos de matrizes comeates numéricos, os
autores apresentam uma matnZxn com elementos genéricos e a representa

utilizando uma notacéo mais sintética= (a; , cpml<i<smel<j<n.

Sado definidos, também, elementos da diagonal pahcé matriz diagonal,
sendo, entdo, o topico finalizado com quatro eggrgionde 0 1° e 3° séo resolvidos e a

resolucéo do 2° e 4° sdo semelhantes as dos esg@iteriores.

Duas matrizes A e B s&o iguais, A = B, quarajo=h;, ou seja, “(...) duas

matrizesmxn s&o iguais se possuem os elementos de mesmaqigiass” (p.345).

Em seguida, sdo apresentados os conceitos de atbcamtrizes, matriz nula,
matrizes oposta, as propriedades da adicdo de zemtrsubtragcdo de matrizes,
multiplicacdo de um ndmero real por uma matriz @spropriedade® sendo, entéo,
propostos 10 exercicios sobre soma, subtracacatlagle de matrizes e dois exercicios
sobre multiplicacdo de um numero por uma matrizdeaim deles resolvido.

No décimo primeiro tdépico os autores apresentampardir da soma dos 10
primeiros termos de uma progressao, 0 conceitomhatorias:

10
ataptagtaytagtagtay tagtagtag= D4
i=1

Em seguida sdo propostos 12 exercicios sobre o, tegmao cinco deles
resolvidos.

Seguindo o estudo de somatérias temos as demdiedragas seguintes

propriedades:
n n
1 a) g=> a0y
i=1 i=1
n n n
2. Y(a+R)=2a+> N
i=1 i=1 =1

i=1j=1

1 Ndo nos atentaremos a apresentacdo desses cenqmis a abordagem realizada é
semelhante a maioria dos manuais que ja analisamos.



4. iiaibﬁiiaibj

i=1j=1 j=1i=1

Utilizando o conceito das somatorias, no topicouse#g, os autores definem

multiplicacdo de matrizes: C € o produto de A por iBdica-se AB, se
p

Gj = a&byj + oy +-- +apbp = Y aihy -
k=1

A titulo de observacéo os autores destacam quedufar AB de duas matrizes
s6 é definido quando o nimero de colunas de Agfmaliao niumero de linhas de B.

Apoés apresentar dois exemplos numéricos de prosiéito propostos quatro
exercicios sobre o tema e apresentado seis exaraiesolvidos, sendo que a partir
deles algumas caracteristicas do produto entrezesiséo apresentadas.

Matriz Unidade € a “(...) matriz quadradg =(Jj),coml<i<nel<j<n

gj =lquanda = j
onde " (p. 360).

gjj =0quandoai # |

Dando continuidade ao estudo sdo apresentadasansigatas as propriedades
da multiplicacdo de matrizes. Vale ressaltar, gqaas as demonstracdes séo feitas com
o simbolo de somatéria. Ao final deste topico s@vesentados seis exercicios
numericos de multiplicacdo entre matrizes.

Em seguida temos a definicdo, as propriedades & alarcicios de matriz

transposta, sendo a transposta da matriz A indicaddy .

Retornando o estudo de determinantes, iniciado hhawolume da obra, é

apresentada no 17° topico a definicdo de matriazidd, determinante de uma matriz
: - i+]
de ordem um e cofator do elememtp: coa;; =(-1) J .detA; .

Apos apresentar trés exemplos onde séo calculalosfatores dos elementos
de trés matrizes 0s autores apresentam o teoreiraptiee:

O determinante é igual a soma dos produtos doseeles de uma fila

(linha ou coluna) qualquer pelos respectivos coéstap. 368)




A partir de um exemplo os autores afirmam, confoorteorema de Cauchy,
gue: “Em toda matriz quadrada de ordera , axoma dos produtos dos elementos de
uma fila pelos cofatores dos elementos de outigéiralela é igual a zero” (p. 369).

No tépico 18 temos que “se A e B sdo matrizes quadr de mesma ordem,
tem-se:det(AB) =detA.detB” (p.372).

Em seguida temos a definicdo, dois exemplos, ocado e as demonstracdes

dos trés teoremas abaixo sobre matriz inversa:

Se A é uma matriz quadrada tal qiet A =0, entdo A ndo é invertivel.

Caso exista a inversa de uma matriz A, ela é Unica.

Se A é uma matriz quadrada tal quetA# 0, entdo A é invertivel e a sua

matriz inversa pode ser obtida através Aet = ﬁ K (p.374)
e

Onde A; é a transposta da matriz dos cofatores de A. @ddmobre matriz
inversa é finalizado com doze exercicios sobramate

No ultimo tdépico deste capitulo é apresentado oodwétpara resolver um
sistema linear normaldetA# )0de ordemnxn. Conforme vimos no 2° volume, um
sistema pode ser representado através da seggirded® matricial:AX =B, como A

é inversivel, poigdetA#Z Qentdo, um sistema linear normal é possivel emétado,

pois a matriz X assume um unico valor dado peIaﬂtplmA_lB. Destacamos que nao

€ proposto nenhum exercicio e ndo é apresentadgpé®sobre esse topico.

Vale, por fim, ressaltar que nenhum volume da @ossui prefacio ou alguma
declaracdo feita pelos autores, entretanto, devadsseqiéncia dos conteudos,
acreditamos que a obra é dividida por série donBenSecundario. Dessa forma, o
contetdo de Matrizes, abordado no final do 3° veluénindicado para final do 3° ano
do Ensino Secundario, fator que diferencia esseualaios demais que analisamos,
onde o estudo de matrizes, normalmente, € feit@mpuente com o estudo de Sistemas
Lineares, sendo estes topicos indicados para nd%areditamos que tal separacéo e
que o fato do estudo sobre matrizes ser realizad®8’rvolume, se deve a abordagem

|6gico-dedutiva utilizada pelos autores para apraseste conteddo.



Conforme podemos perceber nas apresentacoes ddawmgtara memorizar as
férmulas que séo utilizadas para resolver sistdmaares, 0s autores buscam que 0s
alunos decorem os processos de resolucdes de asslieenres.

Podemos perceber que o conteudo de determinantdsorélado de forma
concisa, apenas para auxiliar na resolucdo densstdineares. Apesar das suas
propriedades ndo serem apresentadas explicitangntem tépico especifico, algumas
delas sdo destacas nas resolugdes de exercicios.

Livro : Matematica
Autor: Fernando Trotta
Edicdo: nio consta

Ano de publicag&o:1988
Editora: Scipione

Nivel de Ensino:2° grau

A colecdo Matematica escrita pelo professor Feloanrotta, publicada em
1988, foi dividida em nove volumes. Em cada volwreutor aborda assuntos basicos
da matematica escolar, estudados no decorrer&wanos do 2° grau.

Segundo o autor, a divisdo de uma colecdo de ligidaticos por conteudo
oferece ao professor maior autonomia para desesmvslvas atividades e compor um
curriculo que atenda suas perspectivas e que asgpracessidades de seus alunos.

Além disso, Trotta defende que com esse tipo ddigagho torna-se possivel
aprofundar o estudo sobre o conteudo, apresenttdos complementares, uma
quantidade maior de exercicios e informacodes hisi®ique, dependendo do tempo e do
objetivo a ser alcancado pelo professor, posshilium aprofundamento do tema, sem
gue seja necessario recorrer a outros manuaisatigat

O quinto volume da colecéo, o qual iremos analisborda os contetudos de
Sistemas Lineares, Matrizes e Determinantes. O ah@ndividido em quatro capitulos,
que tratam dos temas citados, respectivamentep sedarto capitulo dedicado a um
Aprofundamento sobre Sistemas Lineares.

Trotta inicia o primeiro capitulo com um estudoreoBquacdes Lineares para,

em seguida, introduzir o conceito de Sistemas ketea, utilizando o método de



escalonamento, obter seu conjunto solucdo e dtEssif como Sistema Possivel
Determinado ou Indeterminado ou Sistema Impossivel.

O segundo capitutb é dedicado ao estudo de Matrizes, sendo estediivian
trés topicos: Introducdo, Matrizes e Complementiises Matrizes. O segundo topico,
“Matrizes”, é dividido de acordo com os temas: Gotacde Matriz; Matrizes Especiais;
Adicao e subtracdo de matrizes; Definicdo de mafzsta; Propriedades da adicdo de
matrizes; Multiplicacdo de uma matriz por um numeal; Somatdrias; Multiplicacdo
de matrizes; Propriedades da multiplicacdo de mesyiObservacdes importantes sobre
a multiplicacdo de matrizes; Matriz Transposta; Manversa; Matrizes simétricas e
anti-simétricas.

Na introducéo sédo apresentados problemas praticog) tabelas com precos de
produtos utilizados por uma fabrica de chocolate. ostrar que essas tabelas
caracterizam um sistema linear, o autor destacasjeeeficientes de um sistema linear
sao o que realmente importa para resolvé-lo.

Neste momento introdutério o autor afirmar quealelas que representam um
sistema s&o denominadas Matrizes. E importante sgeear com as linhas e colunas
dessas matrizes, pois, segundo 0 autor, essea@spo que acontece no “cérebro” de
um computador.

O segundo topico, Matrizes, é iniciado com a seagudefinicdo de matriz:
“Consideremos dois nameros inteiros positivos, m. €hama-se matrimxr (lé-se
matriz m por n) a tabela formada par.n numeros reais dispostos em m linhas
(horizontais) e n colunas (verticais).” (p.25)

Em seguida, sdo apresentadas as possiveis notdedesna matriz (entre
colchetes, parénteses ou duas barras) e a notdg@ada para apresentar seus

elementosg; , ondei indica a linha g indica a coluna a qual o elemento pertence.

Pode-se, de maneira mais sintética, representar uma#iz A, por:

A:(aij )mxncomlsi smls<j<n, onde mxr indica o tipo da matriz eg; ©O

elemento da matriz.

Conforme o valor de m, de n e dos elementos demataz, o autor define as
seguintes matrizes especiais: matriz linha, mabtiana, matriz quadrada - nesta ultima
temos a definicdo de diagonal principal e secuadague séo representadas por DP e

DS, respectivamente - matriz diagonal, matriz idiaake, matriz triangular e matriz

! Daremos énfase a esse capitulo, por se tratavs$om tema de estudo.



nula. Apos definir e apresentar exemplos dessaszemtao resolvidos trés e propostos
cinco exercicios sobre os temas estudados.

Apos definir igualdade entre duas matrizes (“Duasries mxr s&o iguais se
seus elementos de mesma posi¢cao séo iguais.”)jp.e3dropor quatro exercicios sobre
esse tema, o autor define adicdo e subtracdo dizesat(...) para somar duas matrizes,
somamos seus elementos de mesma posicao.” (paB)leracdo de duas matrizes, A e
B, é dada pela “soma de A com a matriz oposta d€pE85), onde a oposta de B,
representada por —B, € a matriz que se obtémmidooa sinal de cada elemento de B.

A adicdo de matrizes, assim como a adicdo de n@meFais, possui as
propriedades: comutativa, associativa, elementdrmexoposto. Dessa forma, Trotta
observa que quando temos uma equagao em que atapa@&o matrizes “(...) podemos
passar uma matriz para o outro lado da equacamnio seu sinal.” (p.35). A partir
dessa informacdo sao resolvidos trés e propostus aéxercicios sobre adicdo e
subtracdo de matrizes.

No tépico seguinte, o autor deduz o procedimenta paultiplicar uma matriz
por um namero real a partir da simplificacdo de wgaacao linear. Por exemplo, a

equacao-9x+6y+3z= 15ode ser simplificada. Se multiplicarmos os dadok da

. 1 ~
igualdade ponz, obtemos:—-3x+2y+ x = 5Dessa forma, representando essa equacao

na forma de matrizes, obtemo[§9 6 3]e[15] e multiplicando poré, obtemos:

[-3 2 1e[5].

Assim, o autor conclui que “(...) o produto de umatriz mxr por um numero
real € uma matriz obtida a partir da matriz dadanpeio da multiplicacdo de cada um
de seus elementos pelo numero real” (p.39). Em idegwsdo apresentadas as
propriedades e propostos trés exercicios sobreopssacao.

Antes de apresentar a definicdo de multiplicacdrmeenatrizes, o autor, a partir
da soma de 12 parcelas, introduz o conceito detsoiam e, em seguida resolve seis e
propde 12 exercicios sobre este conteudo.

Ao apresentar uma situacao enfrentada por umacébe chocolate, em que o
custo de ingredientes que compdem trés tipos ddbasnvariam nos meses de janeiro,
fevereiro e margo e, a partir da pergunta “Quassasicustos de producéo de 10kg de
cada tipo de bombom ao longo desses trés mesesiitoo introduz o conceito de

Multiplicacdo de Matrizes.



Num segundo exemplo, o autor representa um sisterear na forma de

multiplicacdo e igualdade de matrizes. Em seguifiama que o elementw; , da

matriz C, ondeC = A.B, “(...) € obtido multiplicando-se ordenadamentesi@snentos

da i-ésima linha de A pelos elementos da j-ésinlaneode B e somando-se esses
produtos” (p.49). Apés observar que a multiplicagatre duas matrizes so € definida
guando o numero de colunas da primeira é igual(ewero de linhas da segunda, o
autor apresenta dois exemplos e propde nove ekersiabre esse topico.

Em seguida, sdo apresentadas as propriedades tplioagdo de matrizes (
Cujas demonstracbes encontradas no tépico de Coraptes de Matrizes) 23
exercicios e trés observacdes importantes sobnezegatA multiplicacdo de matrizes
ndo € comutativa; Na multiplicacdo de matrizes, wale a lei do anulamento do
produto; Na multiplicacdo de matrizes, ndo valeiald cancelamento do produto. S&o,
entdo, propostos quatro exercicios nos quais asoslulevem utilizar essas novas
informacoes.

s

Matriz transposta é representada pire “(...) € obtida de A trocando-se

ordenadamente suas linhas por suas colunas” (p. A4%)s apresentar algumas
observacdes, propriedades e exemplos sobre mednspbsta, o autor propde trés
exercicios sobre este conteudo.
Dando continuidade ao estudo sobre Matrizes, niedgeguinte € apresentado
0 conceito de Matriz Inversa. Inicialmente, o awtpresenta um sistema linear e 0 seu
conjunto solugéo.
X=2y+2z=4
Dado o sistema lineay 2x+y+z=-1 , representado na forma matricial
-3x-14y+19z2 = 63

1 -2 2|x

por | 2 1 =|—-1|, Trotta representa o0 conjunto solucdo desse sastem
-3 -14 19||z
x+0y+0z=-2 1 0 O|lx -2

por: 1 Ox+y+0x=0 ,ou|0 1 O/ y|=| O |. Sdo utilizadas algumas operacdes
Ox+0y+z=3 0 0 1|z 3

para transformar a matriz dos coeficientes do re@tea matriz identidade, esse

processo é resumido “(...) na multiplicacdo de A qara matriz, que chamaremos de

inversa de A e indicaremos po@x‘l, tal que: Ata=aAnt=, (p.69). ApoOs



apresentar dois exemplos e dois exercicios resdyi autor propde quatro exercicios
sobre matrizes inversas.

Em seguida, € definida matriz simétrica e anti-tiiteg, A = Ae A =-A,
respectivamente sendo propostos quatro exercicioe gsse topico.

O capitulo sobre Matrizes é, entdo, finalizado amm “Complemento sobre
Matrizes”, onde Trotta apresenta e demonstra agripadades das somatoérias e

demonstra as propriedades de multiplicacdo de zeate de matrizes transpostas.

No terceiro capitulo, dedicado ao estudo dos détemtes, sdo apresentadas
suas propriedades e os procedimentos utilizadoa palcula-los. Além disso, é
destacada a aplicabilidade que este conteudo teesalcao de Sistemas Lineares.

Vale ressaltar que no topico “Complementos sobterdenantes” é deduzida a
formula que permite efetuar o célculo da inversaudea matriz a partir do seu
determinante. Além disso, é apresentada a defiric@aercicios sobre a Matriz de

Vandermonde.

No ultimo capitulo é retomado o estudo dos sistdinaares, sendo que neste o
autor utiliza o determinante das matrizes do sigtggara encontrar e discutir as
possiveis solucdes de um sistema linear.

O livro é finalizado com um resumo de cada capjtofale sdo apresentadas as
definicbes e propriedades estudadas no decorranatwal, seguidos por testes de
vestibulares organizados segundo os temas abordamdsa série de testes e exercicios

discursivos de vestibulares que ndo obedecem sédiyior assuntos.

Para nossa pesquisa, vale ressaltar a preocupagiatar com a aprendizagem
dos alunos, buscando relacionar o contetudo coracéias do dia-a-dia e apresentando
fatos histéricos que, conforme Trotta, “(...) n&&o smeras curiosidades, mas
relacionam-se efetivamente com os conceitos erdadviCompreender esta evolucao
histérica é fundamental para uma aprendizagemfmigtiva, abrindo caminho para a
autonomia intelectual”. (p.3).

Além disso, destacamos que o autor facilita a ceemsao dos conceitos
estudados, apresentando as definicbes em linguaggiematica e, em seguida, em

linguagem natural.



A gquantidade de exercicios e testes propostostéaailfixacdo do conteudo e,
segundo o autor, “(...) ndo s6 visam a pratica ettas habilidades especificas, mas
também envolvem o desafio de situacdes novas.) (p.3

Destacamos, ainda, que o autor trabalha os corgeld# matrizes e
determinantes a partir do conceito de sistemaarsee de sua representacdo na forma
de matrizes, o que nos faz acreditar que esse®lmm® sdo apresentados com o
objetivo de aplica-los a resolugéo de sistemasatase

Livro : Matematica

Autor: Edwaldo Bianchini; Herval Paccola.
Edicdo: 12 Edicdo

Ano de publicag&o:1991

Editora: Editora Moderna

Nivel de Ensino:2° Grau.

A obra Matematica, escrita pelos professores Hibwdianchini e Herval
Paccola, teve sua 1° edi¢do publicada no ano de 199

Segundo os autores, o principal objetivo dessa ébiacilitar o aprendizado.
Para atingir esse objetivo, os autores afirmampnefacio do manual, que “a obra é
suficientemente completa, de forma que, ao finatulso, o aluno tenha condicdes de
prestar os exames vestibulares e prosseguir sewdgossem outros niveis”. Ainda no
prefacio, os autores justificam a quantidade decésies propostos afirmando que “(...)
poucos alunos conseguem aprender apenas vendfesgmiofazer, pois é fazendo que
se aprende”.

O manual, dividido em 15 capitulos, aborda os segsitemas: Progressdes
Aritméticas; Progressfes Geomeétricas; Matrizeseib@hantes; Equacgfes Lineares;
Binbmio de Newton; Andalise Combinatoria; Probalasitié; Geometria no Espaco;
Poliedros; Prismas; Piramides; Cilindro; Cone; ieizs

O terceiro capitulo, dedicado ao estudo de Matrigedividido em 10 tépicos,
intitulados: Nocao de Matriz; Representacdo geaé&l&cuma matriz; Tipos de matrizes;
Igualdade de matrizes; Adicdo de matrizes; SubtrdedMatrizes; Multiplicagdo de um
namero real por uma matriz; Multiplicacdo de maizMatriz transposta; e Matriz

Inversivel.



No primeiro topico o autor apresenta a nocdo deireatatravés de uma tabela
gue contém o numero de livros didaticos vendidasgbgumas livrarias. “Chama-se
matriz do tipomxr a toda tabela de elementos dispostos em m linhmg@unas”.
(p.37)

A partir dessa definicdo os autores apresentancaonde ordem e as notacoes
utilizadas para representar uma matriz: entre etdsh entre parénteses ou entre duas
barras verticais. Em seguida, os autores definapresentam exemplos de matriz linha,
coluna e nula.

ApOs propor cinco exercicios sobre o tipo e nunderelementos de uma matriz,
0S autores representam uma matriz na forma gengnicapdem trés exercicios sobre
esse topico.

No topico seguinte, Tipos de Matrizes, sdo apresstas definicbes e alguns
exercicios de matriz quadrada, matriz diagonalrimigtentidade e matriz triangular.

A partir do conceito de elementos corresponderifes) elementos com o
mesmo indice (...)" (p.43), sdo definidas igualdatie..) duas matrizes do mesmo tipo
sao iguais se e somente se 0s elementos correspeside ambas forem iguais” (p.43),
e adicdo entre duas matrizes de mesma ordem - ef@g@na de duas matrizes A e B
a matriz “(...) que se obtém somando-se os elermerorespondentes de A e B”.
(p.44).

Apés definir matriz oposta, apresentar um exemphs eropriedades de adi¢éo
entre matrizes, os autores definem subtracdo dezese resolvem trés exemplos sobre
esse tema.

Prosseguindo o estudo, os autores definem o pratitoma matriz por um
namero real: “Dada a matriz A, do tipoxr, e um namero real k, chama-se produto de

k por A, indicadok.A, a matriz que se obtém multiplicando todo elemelet A por k.”

(p.48)
Em seguida, os autores relacionam a multiplicagéiee duas matrizes com uma

situacdo enfrentada por uma empresa que fabricandodelos de um equipamento e
gue precisa saber a quantidade de material a #geadd, para cada modelo, para
atender aos pedidos referentes aos meses de jaen@vereiro. Sao apresentadas duas
propriedades da multiplicacdo de matrizes: Assiwei&t Distributiva.

No nono topico temos a definicdo e dois exemplesnthtriz transposta:

“Chama-se transposta de uma matriz A, do tipa, a matriz do tipanxn cujas linhas



coincidem ordenadamente com as colunas da mattizdica-se a matriz transposta de

A por At” (p.55).

Finalizando o estudo de matrizes, 0s autores ei@® 0 conceito de matrizes
inversiveis. Uma matriz quadrada A de ordem n é@rsivel se existir B de mesma
ordem, tal queAB = BA=In. S&o, entdo, apresentados dois exemplos referemese
topico.

O capitulo é finalizado com uma lista com 17 eiéws complementares sobre

os tépicos abordados e 19 testes de vestibulabes ea@ontetdo de “Matrizes”.

Para nossa pesquisa, vale ressaltar, a preocupliddiica dos autores, que
apresentam varios exemplos e propdem diversosieiersobre os topicos estudados.
Além disso, os autores contextualizam o conteldque, a nosso ver, facilita a
compreensao e assimilacado do contetdo pelos alunos.

Os exercicios apresentados ao término de cadaotépas listas de exercicios
complementares e testes de vestibulares, auxilgafixacdo da aprendizagem.

Ressaltamos também a orientacdo tecnicista daasbtamida em seu prefacio e

observada pela quantidade elevada de exercicipsgias.

Livro: Fundamentos da Matematica Elementar
Autor: Gelson lezzi e Samuel Hazzan
Edicdo: 72 Edicdo

Ano de publicac&do:2001

Editora: Saraiva

Nivel de Ensino:Ensino Médio

A obra que iremos analisar faz parte da colecdmdBmentos da Matematica
Elementar” publicada por Gelson lezzi e Samuel Hazque dividem os exemplares da
colecdo por conteudos matematicos. No quarto voldaneolecdo é apresentado um
estudo sobre Sequiéncias (Progressao Aritmética e Phogressao Geométrica — PG),
Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares.

O capitulo IV da obra é dedicado ao estudo solatizas que € dividido em

oito topicos intitulados, respectivamente, Nocdo Matriz, Matrizes Especiais,



Igualdade, Adicdo, Produto de numero por matrizpdito de Matrizes, Matriz
Transposta e Matrizes Inversiveis. Além desseseddos, no final do capitulo é
apresentado o texto “Cayley e a teoria das matrinesle os autores apresentam alguns
acontecimentos histéricos e as contribuicbes de legayjue resultaram no
desenvolvimento da teoria das matrizes.

No primeiro tépico do capitulo analisado, os aegodefinem e apresentam
exemplos de matrizes. Segundo lezzi e Hazzan “Dddissnimeros m e n naturais e
nao nulos, chama-se matriz m por n (indica-se nigrdp tabela M formada por
nameros reais distribuidos em m linhas e n coltifps44)

Em seguida, sdo apresentadas as definicbes de adgumatrizes especiais:
matriz linha, coluna, nula, quadrada, diagonal elade, e propostos, no final do
segundo topico, quatro exercicios, um deles é dequdr sua solucéao.

No terceiro tépico os autores definem igualdadieeematrizes, apresentam a
solucdo de um exercicio e propdem um exercicio bamie ao apresentado.

Dando continuidade ao estudo, no quarto topicaprésentada a definicdo de
adicdo de duas matrizes e algumas propriedadesa dgssracdo: Associativa,
Comutativa, Elemento Neutro e Elemento Simétricguglas por suas respectivas
demonstracdes. Para finalizar esse topico sdo giagpaove exercicios sobre adicdo de
matrizes.

Assim como ja indica o titulo, no quinto topicoyealizado um estudo sobre
produto de um namero por matriz que segue o mesaueaa dos topicos anteriores
apresentando a definicdo, exemplos, propriedadeteeexercicios sobre essa operacao.

No tépico sobre Produto entre duas Matrizes osresitdefinem essa operacao
da seguinte maneira:

Dadas duas matrizeé\ = (&), B =(b;)

chama-se produto AB a

mxn mxp’

matriz C = (¢, ), tal que

Gk = &by +a, b, +aby, +..+a, b, = z a; by para todo
=1
i 0{12,...,m etodok J{L2,...,p} (p.55)

Apos essa definicdo sdo apresentadas algumavabdes sobre essa operagéo,
dentre elas, a condi¢cdo de existéncia do produtp cABseja, sO € possivel efetuar o

produto da matriz A pela matriz B se o numero daras de A for igual ao numero de



linhas de B. Além disso, € apresentado um esqueara gfetuar o produto entre
matrizes: primeiro coloca-se a linha da matriz Avedical ao lado da coluna de B,
calcula-se os produtos dos elementos que ficaraln & lado e somam-se esses
produtos, obtendo os elementos da matriz C. Taserohcdes sdo seguidas por dois
exemplos e onze exercicios, sendo trés deles segpat suas solucdes. Nesse topico
sdo apresentadas, ainda, as propriedades do prddutoatrizes, seguidas por suas
demonstragdes, sendo finalizado com dez exercicios.

Matriz Transposta € o tema de estudo do sétimadpminde é apresentada a
definicdo, exemplos e propriedades desse contéidda nesse topico € apresentada a
definicdo de matriz simétrica e anti-simétrica,usegs por cinco exercicios.

O Ultimo tépico desse capitulo é dedicado ao estl@anatrizes inversiveis,
conforme lezzi e Hazzan “(...) dizemos que A € inativersivel se existir uma matriz
B tal que AB = BA = |. Se A ndo ¢é inversivel, dizemos que A € uma matngular”.
(p.69) ApoOs essa definicdo os autores apresentaon exemplos numéricos e propdem
17 exercicios sobre matrizes inversiveis.

O capitulo sobre determinantes é iniciado com ureaebexplanacéo historica

sobre o contelido, segundo os autores

A teoria dos determinantes teve origem em meada®dao XVII, quando
eram estudados processos para resolucéo de sidiremss de equacdes.
Hoje em dia, embora ndo sejam um instrumento prftéza resolucdo de
sistemas, os determinantes s&o utilizados, por@repara sintetizar certas
expressdes matematicas complicadas. (p. 79)
Apds esse texto os autores iniciam o estudo soeterrdinantes, o qual é
realizado de forma semelhante aos demais livrogégdescrevemos.
Sobre o estudo dos determinantes os autores egssald apresentacdo da obra,
que “(...) deve ser feito sem exageros, com érdasealculo numérico e propriedades

operatdrias”.

Para nossa pesquisa, vale ressaltar, a preocumhgatica dos autores ao
apresentar os conteudos, durante o desenvolvintenttbra, além dos exemplos, séo
apresentados varios exercicios resolvidos, ondmitigses apresentam novos conceitos

que podem ser auxiliar os estudantes a resolvexarsicios propostos.



Vale ressaltar, ainda, a observacéo de que, enosadaterminantes tenham sua
origem atrelada a métodos para resolucdo de sistbn@ares, os autores considerem
que eles ndao fornecem um método pratico para dgestivo, sendo mais aplicados,
hoje, para simplificar expressfes matematicas.eomplica na defesa de que néo se dé
demasiada énfase ao estudo dos determinantes, ddewen restringir aos célculos
numéricos. Certamente, esta visdo sobre os detamies e sua relagdo aos sistemas
lineares deve ser entendida no contexto da obm,squdestina a cursos de ensino
médio. Assim, ela nos revela a visdo dos autoresesmgrau de profundidade com que
os sistemas lineares devem ser estudados, limissdo sistemas de baixo grau de

complexidade, para os quais o estudo de deternemadip tenha grande utilidade.



TABELA DE RESUMO DAS OBRAS

Livros Ano ~ vae_l de Permutacfes| Determinante§ Matrizeg S_lstemas Historia Qtde’ d_e Observacdes
Publicacdo Ensino Lineares Exercicios
1-Cours D’
Algebre Ensino 17 O autor define “Determinantes”
. 1887 . X X X : . .
Superieure — Superior partir do conceito de permutaca
Comberousse
N&o utiliza o conceito nem a
representacao de matrizes
O topico de determinantes é
abordado no quinto e ultimo
“livro” do manual.
e e
Elementar- 1906, 1929| 2° ano do Ens SRR ~ 1€ |
. - X X X 40 aplica-lo & resolucéo de sistems
Serrasqueiro e 1936 Secundario

de equacdes lineares.

O contelido de “Determinantes”
abordado somente em seus
aspectos elementares

Sdao 33 exercicios sobre
determinantes e 7 sobre sistem
lineares

O

S




3 — Exercicios

Ensino

Os exercicios sobre determinanl
sao os Ultimos a serem abordad

Nao ha nenhum exercicio sobre

sistemas lineares

de Algebra — 1927 - 30
Cecil Thiré Secundario o )
Ha exercicios sobre permutacaog
que indica que esse contelido €
ensinado juntamente com o topico
de determinantes.
Aborda superficialmente o
conteudo de Determinantes,
utilizando apenas quatro paging
0 que nos indica que o autor s¢
aborda o tema com o objetivo d
utiliza-lo para solucionar sistemas
de equacdes do 1° grau.
4- Algebrz?l Apesar de ndo usar o termo, d
E:qeumaggiré autor utiliza o conceito de
aﬁgr]%tgﬁ(r:r:gs 1928 Ginasio 0 pern&léttae??n(i)nr;?‘rtig efinir
Maeder

Simboliza um determinante pels
letra A

N&o apresenta as propriedades
determinantes.

N&o propde nenhum exercicio.,

Nao demonstra nenhuma férmu

es
oS

, O
ra

I

D

54

dos



O contelido de determinantes é|o

terceiro topico abordado no livrq.

Apresenta uma breve histéria
sobre os determinantes

O conteldo Determinante é
introduzido por sua aplicagéo n
verificagdo da existéncia de ump

j8%)

a

Curso
5 — Analise Cientifico, solugéo para um sistema de
Algébri~ca - 1945 Escolas Xk 40 equacodes
Serréo Militares,
Candidatos ag O autor apresenta o produto de
Vestibular. determinantes e apresenta alguns
determinantes notaveis.
Sao propostos 40 exercicios sobre
o0 topico de determinantes, sendo
alguns de aplicacfes e outros de
demonstragédo, os exercicios de
aplicacdo séo seguidos pelas syas
respostas.
O topico de determinantes esta ha
parte intitulado “Algoritmos de
6 — LicOes de Ensino Simetria
Algebra e 1945 e Superior o .
1959 X 8 Primeiro livro analisado em noss
pesquisa que aborda a teoria das

Analise Caraga

matrizes.

Abordagem dos determinanteg
precede a teoria das matrizes




O autor define determinante a
partir do conceito de permutacd
e utiliza para desenvolver um
determinante de terceira ordem
regra do octdgono estrelado.

A definicao de matrizes

o

apresentada pelo autor é a mesma

apresentada nos livros anteriores

que ndo abordam a teoria dag
matrizes.

O autor da destaque a Matrizes
Determinantes ao concluir sual

e

obra com um estudo sobre casos

especiais destes conteldos.

O autor trata da possibilidade dos

elementos das matrizes seren
ndmeros complexos.

O autor utiliza o conceito de
conjunto, anel, corpo, tépicos
estudados nos capitulos

anteriores.

Todos os capitulos sao finalizadps

com alguns exercicios.




7 — Curso de
Matematica
Maeder

1947

Colegial

X*

20

Aborda os conteldos previstos
pelo programa oficial, conforme a
Reforma Capanema de 1942.

O autor utiliza o conceito de
permutacao, apresentada no inicio
do capitulo, para definir
determinante de uma matriz
guadrada.

Apesar de ndo apresentar a
Algebra das Matrizes o autor
define produto entre duas
matrizes, para em seguida definjir
0 produto entre dois
determinantes.

8 — Algebra:
Dumont

1947

Curso
Superior

75

Define determinantes a partir do
conceito de permutacéo

Segundo Dumont, “a teoria de
determinantes fornece um meio
simples e elegante de discutir ¢
resolver um sistema”. (p. 387).

9 — Curso de
Matematica
Maeder

1958

22 série —
Ciclo
Colegial

X*

20

O autor apresentar um pequenp
texto sobre a historia da teoria dps
determinantes.

Em seguida o autor define
matrizes, entretanto, nao
apresenta sua teoria.




Vale ressaltar que o autor utilizaj o
conceito de matriz para definir
determinantes e produto de dois

determinantes.

10 — Matematica

Segundo Ano

Neste manual séo tratados apenas
os contelildos sobre Determinantes

Quintella 1959 . 30 que facilitam o seu calculo e,
Colegial 0 =
conseglentemente, que auxiliam
na resolucdo de sistemas lineares.
11 — Curso de
Matemética 1960 e . O autor inicia estudo dos
Bezerra 1976. Segundo grad X 34

determinantes apresentando um
pequeno texto sobre sua origen

=]




12 — O Caélculo
de Matrizes —
Harry Farrer

1960

Ensino
Superior

10

Trata-se de uma obra que o autor

classifica como notas de aulas

Nos trés primeiros capitulos o
autor utiliza uma “linguagem
natural” enquanto no quarto
capitulo prevalece uma
“linguagem matematica”.

O tema determinante é abordad

numa Unica pagina da obra, sendo

apresentada apenas a sua
definicao.

A obra é toda dedicada, entdo, ao

estudo de Matrizes.

O tema de sistemas lineares é
tratado como possibilidade de
aplicacfes de matrizes.

13 — Matematica
Irmaos Maristas

1965

Colegial:
Parte do
Mestre

X*

60

O autor demonstra preocupacd
com a sala de aula, apresentan
sugestdes de abordagens.

Esse é o primeiro livro a
apresentar uma definicao para
determinante de uma matriz de

primeira ordem.

Nesse manual é apresentado u
estudo detalhado sobre
determinantes.

m




14 — Algebra
Linear —
Monteiro

1965

Superior

27

D& um tratamento mais
“sofisticado” a teoria das
matrizes. O conteldo ensinadd

ndo é elementar, sao utilizados

varios recursos da algebra lineaf e

da teoria dos conjuntos.

15 — Matematica
-SMSG

1966

3% ano do
Curso
Colegial

115 (nos dois
primeiros
capitulos que
foram
descritos)

Os autores ressaltam a
importancia do estudo de
matrizes, destacando sua

aplicacdo em diversos ramos da

ciéncia e da engenharia e
apresentam alguns exemplos d
uso no cotidiano.

Os autores demonstram uma
preocupacado com a aprendizage
dos alunos, relacionando o
conteudo que esta sendo
aprendido (algebra das matrize
com um conteudo que eles ja
conhecem (algebra comum).

E dada énfase as estruturas
algébricas como conjunto, corpg
anel.

Apresenta determinante como

D

2Mm

D

~—

e

uma funcéo.




16 — Biblioteca
Moderna de
Matematica

19682

Ciclo
Colegial e
Admisséo as
Escolas
Superiores

x*

37

Apesar de ser uma obra posteri
ao MMM, a obra possui
caracteristicas dos livros

anteriores ao movimento, dentr

elas a énfase no estudo de
determinantes, a apresentacéo
conceito de determinantes a par
de permutacéo e a definicdo da
a uma matriz.

do
tir
da

17 — Curso
Colegial
Moderno:
Matematica
Scipione

1968

22 Serie
Colegial

28

Os autores apresentam o0s topid
sobre Determinantes e Matrize
Inversas no capitulo de Sistema

Lineares, sendo que, geralmente,

esses conteldos sdo apresenta
no capitulo sobre Matrizes.

E feita uma abordagem aos
Sistemas nédo Lineares, contel
pouco abordado em livros
publicados para o ensino
secundario.

Os autores utilizam nocdes de
interseccdo entre conjuntos par
apresentar conclusdes sobre ¢
namero de solu¢cbes que um
sistema pode assumir

0s

D

AS

dos

i{o]

2 No livro que analisamos n&o tem data de publicgudi@m através de pesquisa na internet, encorsrgm®os livros da colecéo Biblioteca Moderna déelatica foram
publicados a partir de 1968, por isso tomamos &sse&omo ano de publicacédo da obra.



Neste manual os tépicos de
matrizes e sistemas lineares s§

abordados no volume dedicado po

1° ano dos cursos classicos e
cientificos.

ir

do

18 — Moderno o
1° ano cursos|
Curso de P Em nenhum momento o autor
" 1968 classicos e X 29 ; :
Matematica — o menciona o conceito de
cientificos :
Bezerra determinantes
O autor usa o conceito de funcap,
conjunto, grupo e anel para defir
matrizes e apresentar suas
propriedades.
19 — Introducao
a Algebra das 1969 Ensino X 115 Igual ao do livro Matematica do
Matrizes — Secundério SMSG publicado em 1966.
SMSG -
Apesar obra ser publicada em
- 1971, ndo percebemos
20 - Abecedario . . e .
de Algebra Ciclo |nterferenc_|a das idéias defenfﬁd
1971 . X* 20 pelo Movimento da Matematica|
Menezes Colegial
Moderna na abordagem do
conteldo, nem na apresentacéo
mesmo.
21 - Matemdtical
Aplicada: Os autores dividem os conteldg
1979 e ; ; .
Trotta, Imenes € Segundo graJ - sistemas lineares, determinante
. 1980 . .
Jakubovic matrizes, abordando os dois

5 €

primeiros no 2° volume da obrz:




o de matrizes no 3° volume.

O contelido de determinantes ¢
abordado de forma concisa,
apenas para auxiliar na resolucao
de sistemas lineares.

Trotta divide seus livros por
assuntos da matematica escolar.
O autor trabalha os contetdos de
matrizes e determinantes a partir

22 - o do conceito de sistemas lineares e
. 2° ano do ~
Matematica — : X X X X de sua representagdo na forma|de
1988 Ensino . o
Trotta <. matrizes, o que nos faz acreditar
Secundario

que esses contelidos sao
apresentados com o objetivo d
aplica-los a resolucao de sistemas

D

lineares.
Os autores demonstram
23— N
Mateméatica - preocupagao _dlda'uca,
i - 1991 2° Grau. X X X 109 apresentando varios exemplos,
Bianchini e o ;
exercicios e contextualizando os
Paccola S
conteldos estudados.
24 —
Fundamentos da
Matematica 2001 Ensino Médio X X X X 66
Elementar —

lezzi e Hazzan

* — livros que utilizam o termo matriz, entretami@o fazem um estudo aprofundado sobre este tépico.



UMA HISTORIA DO ENSINO DE MATRIZES

1. Movimento da Matematica Moderna

Os primeiros anos da década de 1950 foram marcpdosniciativas de
reformas em varios paises que buscavam a melhorieangsino de matematica, pois
consideravam que a matematica ensinada nao atesdexigéncias impostas pelo
contexto sdcio-politico-econdmico da época.

Em 1957, com o lancamento do primeiro satélitdigigti da Terra, o Sputnik I,
na Russia, os Estados Unidos se convenceram dasdsg&antagens tecnoldgicas
perante a U.R.S.S. Ao buscar explicacfes paratri@dca os americanos chegaram a
conclusao de que era preciso dar maior énfaseenratita. Passaram, entdo, a apoiar e
financiar a criacdo de grupos de estudos e a agdlizde eventos com o propésito de
melhorar o ensino dessa disciplina nas escolasidadas.

Embora haja muitos fatores que influenciam o radoltde uma atividade de
ensino, os grupos envolvidos na reforma decidirdabogar um novo curriculo de
matematica, com o intuito de unificar e moderniaar “Matematicas” do curriculo
tradicional. Acreditavam que ao melhorar esse corapig o ensino de matematica teria
éxito.

A Conferéncia de Royamont, realizada na Francal®b®, estimulou o inicio
de diversas atividades para a reforma do ensinam ecutiriculo de Matematica.
Dieudonné expds nesta Conferéncia que deveriamtazomsn um curriculo de
Matematica o estudo de matrizes e determinantegpéis de uma variavel, construcdes
de graficos de fungbes e curvas, nimeros complexaordenadas polares, pois esses
conteudos nao seriam tdo abstratos como a geonuddsaica e seriam valiosos a
continuidade dos estudos matematicos.

O maior e mais conhecido grupo de estudo sobreop®gtas de modernizacéo
da matemética foi 0 SMSGSchool Mathematics Study Groadundado em marcgo de
1958, cujas reunibes eram realizadas em Nova YOrlgrupo teve o propdsito de
contribuir para a melhora do ensino da Matematasaescolas de nivel secundario dos
Estados Unidos, tornando-a mais consistente comai@nmdtica universitaria. Para
atingir seu objetivo, o SMSG investiu em treinaroepiara os professores e na

confeccdo de material didatico de matemética (nmajepara diferentes niveis de



ensino. Posteriormente, devido a repercussédo adermal desse material, eles foram
traduzidos para quinze idiomas, sendo, portanibzado em diversos paises, dentre
eles o Brasil.

ApoOs varios estudos, 0 SMSG chegou a conclusdoudeetp preciso ver a
Matematica sob outro enfoque, tornando-a mais raeae acessivel aos alunos. Para
atingir tal objetivo, o novo curriculo enfatizavaraoria dos Conjuntos, tépico a ser
ensinado do primario a universidade, pois essdigoacomo, além de um conceito
béasico, o unificador dos diversos ramos da Mateadiradicional.

Nas suas publicacbes o0 SMSG apresentava, além e wonteddos para o
ensino secundério, novas formas de organizacdoresapacdo de toda a grade
curricular, insistindo nas idéias unificadoras,etefidas pelos adeptos ao MMM, como
a inclusdo do estudo da Teoria dos Conjuntos, aass/niveis de ensino. As obras
publicadas pelo SMSG foram influenciadas indiretatimepelos trabalhos do grupo
Bourbaki, cujas publicacdes tiveram um grande ingpam ensino universitario de

matematica.

A énfase dada a Teoria dos Conjuntos foi criticada muitos professores,
dentre eles o Prof. Morris Kline que, em seu liVv@ Fracasso da Matematica

Moderna”, tece duras criticas ao movimento:

Um exame critico dos usos da teoria de conjuntegexdos das escolas
elementares e “high school” rejeita a afirmacaordosdernistas de que
a teoria de conjuntos unifica a matematica. Além uwlga-la
artificialmente para definir conceitos, nenhum sgmificativo é feito
do assunto, que é de fato posto de lado e somentecabulério
sobrevive no desenvolvimento posterior. (Kline,8,97.119).

A teoria de conjuntos é para a matematica elememtaformalismo

oco que dificulta idéias que sdo muito mais faaiitaecompreendidas
intuitivamente. A tentativa de envolvé-la é quasdicula e uma

grosseira imitagdo de pedagogia. A teoria de coo$umio provou ser o
elixir da pedagogia matematica. (Kline, 1976, [0)12

Durante o processo de descricdo dos manuais, nstdimersas caracteristicas
defendidas pelos adeptos ao movimento, tanto naladpem, como na apresentacdo do
conteudo, presentes na obra “Matematica”, criada BISG em 1966, para o Ensino
Secundério.

No decorrer da obra, nota-se que 0s autores busmaiextualizar o ensino, bem

como relaciona-lo com outros contetdos ja estudpdlms alunos, o que, ao NOSSo ver,



€ uma tentativa de facilitar a aprendizagem. P@mgto, ao introduzir o estudo de
adicdo de matrizes, os autores representam numengsdexos em formas de matrizes,
onde a primeira linha é a parte real e a segunuita imaginaria do namero e, dessa
forma, soma-se as primeiras e as segundas linldendm o numero complexo
resultante da soma dos outros dois.

Além disso, utilizam, para apresentar alguns t@pgabre matrizes, 0s conceitos
de conjunto, corpo e anel com a intengéo, segumderpos perceber da abordagem
realizada, de ndo apenas introduzir esses conceitas fazer um estudo mais
aprofundado deles, introduzindo a Teoria dos Cdogjncomo era o objetivo do
movimento. Por exemplo, o capitulo “A &lgebra dagrines2x2” é iniciado com a
definicdo de conjunto, corpo e anel, sendo, entéocluido que o subconjunto das
matrizes de ordem dois ndo € um corpo, pois né&faat propriedade comutativa para
a multiplicacdo. Porém, os autores demonstram gge @njunto € um anel em relacéo
a adicdo e a multiplicacdo. Todavia, em especialspo um livro destinado ao ensino
secundério, tais nocdes acabam por serem demasatianabstrata, ndo se
identificando neste momento uma busca por contkxagdo que extrapole os
dominios da propria matematica.

No inicio do capitulo sobre Matrizes, os autoresesgntam uma breve
introducéo sobre o conteudo, ressaltando, alénmudansportancia, sua aplicagdo nos
diversos ramos das ciéncias, como engenharia eutagdw, o que, porém, acaba por
ser meramente declaratorio, pois 0os autores n&trala nenhuma aplicacdo nessas
areas ou propdem atividades que relacionem o dona@in essas areas.

Para definir determinantes os autores utilizam cod@ipico importante da
matematica, as funcdes, apresentando varios exsroécexemplos para facilitar a
compreensao e fixacdo dos conteudos.

Percebemos que tais peculiaridades, como a intéoddig Teoria dos Conjuntos
e Fung¢bes no Ensino Secundério e a utilizacdo dedo® tais como a contextualizacéo
e relacdo com outros conteudos matematicos ja aisd pelos alunos, que
consideramos facilitar a aprendizagem, sao fregdeam livros posteriores a obra
“Matematica”, elementos que nao encontramos nosodivpublicados antes do

movimento.

No Brasil, foram realizados cinco Congressos Naggondo Ensino da

Matematica, de 1955 a 1966, onde novas direcoes ansino da disciplina foram



discutidas. O quarto congresso, que aconteceu éémBso ano de 1962, foi o mais
significativo para o MMM, pois, pela primeira vea, questdo da introducdo da
Matematica Moderna no Ensino Secundério foi, de,fpbnto de pauta. Em 1961,
criou-se 0 GEEM (Grupo de Estudos sobre o EnsindMdeematica), presidido pelo
professor Osvaldo Sangiorgi, que contribuiu padifa@sdo do ideario modernista no
pais. Em 1966, apés o quinto Congresso, organipatto GEEM, realizado em Séo
José do Rio Preto, foi imposto que todo o Bragjusse o modelo da Matemética
Moderna.

Muitos acreditam que o Movimento da Matematica Modefracassou, pois
véarias das suas idéias iniciais foram deformada®&w efetivamente colocadas em
pratica. Além disso, o ensino da Matematica naceaad transformacdo esperada. Os
adeptos ao Movimento reconheceram que a Matentdbicerna no lugar de beneficiar
0 ensino trouxe-lhe novos problemas. O matematawés G. Choquet fez, em 1973, a

seguinte declaracéo:

Estou estarrecido com 0 que constato no ensino sdalee
primaria e da secundaria. Fui um dos promotoresefitama de
ensino da Matemética, mas 0 que eu preconizava era
simplesmente uma poda de galhos mortos, atravaresade a
introducéo de um pouco de algebra. Pois bem, ema,sosmovos
programas e as instrucdes correspondentes sacsataifatorios
gue 0s antigos, em que pesem erros razoaveis; anaslh uma
atmosfera nociva, que tem acompanhado seu deséneoho.
Em particular, um ataque contra a geometria e aa@grrecursos
da intuicdo: foi dito aos professores que serianf@sel que eles
estudassem triangulos e que a algebra linear gsubatitoda a
velha geometria... o resultado é tal que, sem wmria feacdo da
base, eu penso que a geracdo atual de nossa esmilara uma
formacdo matematica que ndo a prepara nem parsgaipa, nem
para a utlizagdo da Matematica em técnicas ou cigén
experimentais. (Charlot, 1991, p.29 apud Soard¥] 20 112)

Apesar de nao ter alcancado seus objetivos, aiedzelpemos os reflexos do
Movimento da Matematica Moderna nas préticas eseplde muitos professores e,
além disso, diversos topicos cuja inclusdo na Matem Escolar deve-se ao MMM
permanecem até hoje no curriculo das escolas s&tasddentre 0s quais podemos

destacar o estudo de Matrizes.



2. Determinantes

Em alguns manuais analisados os autores iniciastugl@ sobre determinantes
ressaltando a sua importancia e aplicabilidade erarshs areas. De acordo com
Bezerra (1976)

Apesar de ter sua origem em um problema da Algeleraentar,
do qual ja tomamos conhecimento no Curso Ginasi@oria dos
determinantes desenvolveu-se a tal ponto que tainkstje um
algoritmo de grande importancia na Matematica guagplicada.
(p. 118)

No livro publicado pelo SMSG, os autores definentexdeinantes a partir da

inversa de uma matriz e o representa como umadusEgundo 0s autores a existéncia

b
do inverso da matrizX :{: OI}depende do valor da expressad—bc, sendo esta

expressdo representada atravées da fungadx) =ad-bc, denominada funcao

determinante da matriz X. A funcédo determinanteapagtrizes de ordem maior que
dois € dada por recorréncia a partir da definigigopara a matriz de ordem 2.

Tal definicdo foi encontrada somente neste manNal. maioria das obras
analisadas a definicdo de determinantes se asseealbfinicdo apresentada no livro
“Tratado de Algebra Elementar”, desenvolvido, er@@,%elo professor José Adelino

Serrasqueiro:

Supponhamos “nquantidades ou elementos, dispostos em n linhas
horizontaes e em n columnas verticaes:

al bl Cl l 1
a2 b2 CZ I 2
an bn Cn | n

Cada letra é affectada de um indice: o indice des@linha e a letra
designa a columna a que o elemento pertence. Adsir@ um
elemento da terceira linha e da quarta columna.toPadsto:
Determinante de’nobjectos é a somma algebrica tomados n a n, de
modo que cada producto contenha mais do que uneetende cada
linha ou columna e ndo contenha mais do que ure;reatio que cada
producto tenha o signal + ou -, conforme as pergets das letras e



dos indices forem da mesma ou differente classerg&jueiro, 1906,
p. 357).

Na obra desenvolvida por Farrer (1960), o autonapelefine um determinante
como “(...) o nUmero que se obtém desenvolvendo-determinante cujos elementos
sdo idénticos aos elementos da matriz em quesfi@l)( Acreditamos que para
apresentar tal definicdo o autor considerou quelosos ja tivessem conhecimento
sobre esse conceito.

Encontramos no prefacio do livro desenvolvido, &65] pelos Irmaos Maristas
algumas instrucbes metodoldgicas para o ensineatdsudos matematicos. Ao ensino

de Determinantes e Sistema Lineares o autor priopdéens:

. Operacbes preparatérias: momento onde devemos rtoosa elementos
fracionarios em elementos inteiros; verificar sdeterminante € zero, segundo as
propriedades anunciadas; verificar se ha fila ctementos nulos, exceto um, para
aplicar a definicdo de adjunto de um elemento.

. Processos gerais: 0 de Laplace, o da transformagéaeros, o de Chid, o de
Houel,

. Artificios peculiares: algumas vezes calculamosatorvde um determinante
utilizando suas propriedades, entretanto, outraesyealguns caracteres especiais

permitem obter o valor do determinante.

Além disso, o0s autores apresentam o0 programa atmrd® livio e
esclarecimentos quanto aos conteudos de determingoe deveriam ser abordados e

sobre a ordem de apresentacdo dos mesmos;

1. Determinantes e matrizes quadradas; propriedasemmentais.
Regra de Sarrus. Determinantes Menores. Desenvattonde um
determinante segundo os elementos de uma linha aduna
Transformacgdo dos determinantes. Abaixamento denorde um
determinante pela regra de Chio.

2. Sistema de n equag0es lineares com n incogRiegga de Cramer.
3. Sistema de m equacdes lineares com n incogriemema de
Rouché.

Nota: O item 3 pertence somente ao programa do cusuifeto.
(Irmé&os Maristas, 1965, p.10)



Com base na tabela exposta anteriormente percebgueso topico de
determinantes é apresentado na maioria dos livialésados, tanto nos anteriores como
nos posteriores ao Movimento da Matematica Mode@#hbe ressaltar, entretanto, a
diferenca na abordagem do contetdo. Nos livrogiargée ao movimento € dada maior
énfase ao estudo desse tépico, sendo apresenddetasga definicido de determinante,
algumas das suas propriedades. Nestes livros oseausipresentam, inicialmente, o
conceito de permutacdo no qual se baseiam panairdefdiscutir a formagao de um
determinante, enquanto a maioria dos livros past&siao movimento ndo apresentam
essa abordagem, definindo os determinantes porréacia e apresentando as regras
para seu célculo.

Destacamos, ainda, que em alguns livros posterioresstudo de Matrizes é
introduzido com destaque, porém desvinculado desrrdenantes. Conforme podemos
perceber no livro “Moderno Curso de Matematica’d@ro autor, Bezerra, apesar de
realizar um estudo sobre matrizes e sistemas #eeado apresenta o conceito de
determinantes.

Conforme ja destacamos na maioria das descric@sautores de livros
didaticos, em especial os posteriores ao MMM, @mtasn o0 tdpico de determinantes,
aparentemente, com o objetivo de auxiliar e facibt resolucdo e discussao de Sistemas
Lineares.

Em nove obras, que apresentam um estudo mais apewfo sobre
determinantes, encontramos pequenos textos, noantnde um paragrafo e no inicio
do capitulo sobre determinantes, no qual os autmpessentam breves informacgdes
sobre a histdria desse conteudo. Dentre estas apeass duas, as escritas por Trotta e
lezzi e Hazzan, em 1988 e 2001, respectivamentengeadram no que estamos
considerando como posterior ao MMM. As demais, @oné veremos na relacdo a
seguir, em que listamos as nove obras, foram @ddgentre 1928 e 1965:

1. Algebra Elementar: Equactes e problemas algib(Maeder - 1928)
2. Andlise Algébrica (Serrdo — 1945)

3. Licdes de Algebra e Andlise (Caraca — 1945)

4. Curso de Matematica (Maeder — 1947)

5. Curso de Matematica (Bezerra — 1960)

6. Matematica (Irmaos Maristas — 1965)

7. Biblioteca Moderna de Matematica (Irméos Masistd 968)

8. Matematica (Trotta — 1988)



9. Fundamentos da Matematica Elementar (lezzi e&iaz 2001)

Na obraAnalise Algébrica publicada em 1945, o professor Serrdo afirma que

A teoria dos determinantes constitui um dos alguwg mais
importantes da Matematica, apresentando numerosasriadas
aplicacdes. Teve sua origem no estudo dos sistel@asquacoes
lineares com G. W. Leibniz (1646 — 1716) e G. Cna(h@04 — 1752).
(Serréo, 1945, p. 57)

Por sua vez, Bezerra (1976) afirma que

A teoria dos determinantes teve sua origem nasugasginiciadas, no

fim do século XVII, por Leibnitz, na Europa, e S&adwa, no Japao,

com a finalidade de simplificar as trabalhosas ielmdes necessarias
a resolucdo de um sistema do primeiro grau com uagees e n

incégnitas. (Bezerra, 1976, p.118)

Caraca dedica um topico do capitulo destinado asdesdos determinantes,

intitulado “Historica”, para apresentar o seguiebeto sobre a historia do conteudo:

A origem da teoria dos determinantes remonta aglsed/Il. G. W.
Leibniz (1646 — 1716) na Alemanha e Seki Shinsukev& (1642-
1708) no Japéo, estudando, ha mesma época, prabkamelhantes
da teoria das equacoOes lineares tiveram necesstadmnsiderar
certas expressdes definidas a custa dos coefisields incognitas,
expressodes essas a que mais tarde, segundo Kueis @& 77-1855),
se havia de chamar determinantes.

No século XVIII foram eles objecto de aturado estusbbretudo por
parte de G. Cramer (1704-1752), E. Bézout (173@BL7®. S.
Laplace (1749-1827), A. T. Vandermonde (1935-1796).

No século XIX, a sua teoria consolidou-se defiaitnente, depois dos
trabalhos sistematicos de A. L. Cauchy (1789-185K. G. Jacobi
(1804-1851). (Caraga, 1959, p.225)

A obra “Matematica” apresenta, em ordem cronolggasapesquisadores que
desenvolveram trabalhos sobre determinantes @..¢ramer (1750), Bezout (1764),
Laplace (1772), Vandermonde (1772), Lagrange (1, 7Z&)chy (1815), Jacobi (1841),
Brioschi (1854), Gunther (1877), Vronski, Cayleyyh@ster, Hermite, Clebsch,
Gordon. Gauss (...)” (Irméos Maristas, 1965, p. 269).

Além desses paragrafos, vale destacar o comengmiesentado no livro
“Biblioteca Moderna de Matematica”, publicado pelosdos Maristas: “O estudo de



algoritmos, regras praticas, para simplificar dsuéas de eliminacdo de um sistema de
equacdes lineares com n incognitas, levou a tedos determinantes.” (Irmaos
Maristas, 1968, p. 359).

Podemos, entdo, de acordo com as categorias aja@aenpor Vianrg,
considerar que as informacgfes histéricas apresentads obras analisadas tém por

finalidade informar os estudantes de como o comtel@ddeterminantes se desenvolveu.

3. Matrizes

Ao descrever a obra “Matematica”, publicada peloS&V encontramos varias
caracteristicas relacionadas com os propositos M&MDentre eles, o fato dos autores
trabalharem de forma contextualizada com o contegjiesentando diversas situacdes
do dia-a-dia onde se pode empregar o conceito dézmalém disso, durante todo o
capitulo estudado, os topicos de estudo de matsaesrelacionados com outros
conteudos matematicos, como a algebra dos numeas, rteoria dos conjuntos,
nameros complexos e funcgdes.

Por exemplo, para definir Adicdo de Matrizes, agores utilizam como
exemplo a soma de numeros complexos, para somare3+8+4i, somamos suas
componentes reais e suas componentes imaginjpasadamente:

(3+5i)=(-2+4i)=(3+(-2))+(5+4)i =1+9i
Tal soma pode ser representada através de matizegja, a soma de numeros

complexos pode ser encontrada adicionando elemeotaspondentes:

3| |-2 1
+ =
5 4 9
Nas obras anteriores ao livro “Matematica”, os eagodos livros publicados
para o ensino secundario utilizam o termo matrignap para indicar o quadro que
conttm os elementos de um determinante, ndo apmesen um estudo mais
aprofundado sobre esse conteudo.
De maneira geral, os autores, tanto das obras@eticomo das posteriores ao

MMM, definem uma matriz como “(...) um conjuntoaegular ordenado de elementos
dispostos em linhas e colunas” (SMSG, 1966, p.517).

13 Carlos Roberto Vianna realiza um estudo sobrerapaipcdo da Histéria nos manuais didaticos, a
partir desse estudo estabelece categorias queaitusiigumas das finalidades do uso de histdria nas
obras, dentre elas: motivacao, informacéo e egteatiédatica.



Das obras que analisamos, a primeira que abordgebra das Matrizé$ foi
publicada em 1945 pelo professor Caraca, sendapsteanual voltado para o Ensino
Superior. Além desse, as obras publicadas por GétE5), Maeder (1947 e 1958),
Bezerra (1960 e 1976) e Irm&os Maristas (1965)damo a Algebra das Matrizes antes
da obra da “Matematica’. Todos esses manuais séiwadi®s ao Ensino Superior,
sendo notério que apenas nos livros posteriorebvem publicado pelo SMSG este
tépico é abordado com tal profundidade nas obres@&nsino Secundario.

A inclusdo do estudo de matrizes no ensino secindarcomentada na
apresentacao da obra “Matematica”, desenvolvidaspetofessores Barbosa, Rocha e
Scipione, publicada em 1968: “O estudo das matnEeLurso secundario constitui
novidade nos nossos programas, sendo, no entastdicavel a sua introducdo, em
nivel elementar, dadas as suas amplas aplicag@i®spplmente nos sistemas lineares.”
(Barbosa, Rocha e Scipione, 1968)

Sobre o algoritmo de matrizes Farrer (1960, p.S)ad@ em seu livro que ele

(...) j& data de um século, pois foi usado pelagira vez por Cayley,
em 1857. Todavia seu emprego sistematico nos v@dao®s do
conhecimento humano é mais recente. Este algoriffarivel e

compacto, encontra um campo fértii na resolucdo si¢emas
simultaneos de equacdes algébricas lineares [...].

A partir da analise das obras que compdem nosspigaspodemos destacar
gue, na maioria delas, a abordagem do contetdazZesitinos livros desenvolvidos por
autores brasileiros segue 0 mesmo modelo da obredsa analisada, escrita por
Comberousse.

A principal diferenca na abordagem do conteddo Ia®s anteriores e
posteriores a0 movimento € a énfase dada ao mddosolivros anteriores, o termo
matriz € utilizado apenas para representar o quaaeocontém os elementos de um
determinante, enquanto nos livros posterioresakzeglo um estudo mais aprofundado
desse contetido, sendo apresentada a “Algebra d#&izéds que, até entdo, era

abordada apenas nos manuais dedicados ao Ensineridduponde os autores

14 No livro publicado pelo SMSG, em 1966, os autorefiném algebra como “(...) um sistema que tem
duas operacdes binarias, chamadas “adicdo” e pha#ttado”, e também tem uma “multiplicacdo por um
namero” 0 que a torna ao mesmo tempo um anel espace vetorial” (p.605). Entenderemos, apoiados
nessa definicdo, “Algebra das Matrizes” como o distalas operacdes envolvendo matrizes, suas
definicdes e propriedades.



apresentam as operacdes que sdo possiveis readmarduas matrizes e com um
namero real: soma, multiplicacdo e multiplicagdaudenimero por uma matriz.

Os autores dos livros posteriores ao MMM demonstrara preocupag¢ao maior
com a apresentacao dos conteudos, buscando asteingiio dos alunos com exemplos,
exercicios e situacbes do dia-a-dia onde os topmstsdados podem ser aplicados,
facilitando, assim, a aprendizagem e fixacdo dastecmlos. Por exemplo, na obra
publicada pelo SMSG, encontramos alguns problemlae © tema estudado exigindo

gue os alunos relacionem o contetdo com o seu-dia-a

1. Obtenha de um jornal ou de outra fonte semeths@is exemplos de
informacdes apresentadas em forma de matriz.
2. Um vetor-linha com trés elementos pode ser upadmtabelar a idade,
altura e peso de uma pessoa.
a. Dé um vetor-linha que indique sua idade, akupaso.
b. Sugira quando pode ser atil empregar um talrvéBMSG, 1966, p.
519).

Na maioria dos manuais do ensino secundério o @stasl Determinantes e/ou
Matrizes é indicado para o 2° ano, sendo essesogpnormalmente, seguidos pelo
estudo de sistemas lineares.

Dessa forma, podemos concluir que o0 ensino de zeatrpassou a ter as
caracteristicas que encontramos hoje, no atuah&rdiédio, ap6s o Movimento da
Matematica Moderna, sendo identificadas poucas ngada didaticas na sua
apresentacao desde entao.

Acreditamos, ainda, que o conteddo de matrizesirfoluido no Ensino
Secundario pelos adeptos ao MMM, por ser um tomieogrande importancia e
aplicabilidade na area tecnolégica, pois esta édamsareas que se pretendia aprimorar.
Todavia, vale ressaltar que as aplicacbes a essas Ado ficam claras ou ndo sdo
exploradas, seja nas obras destinadas ao ensinodseio seja nas escritas para 0

ensino superior.

Dessa forma, podemos concluir que o ensino de zeatinicia-se, pelo menos
com maior énfase — ou uma énfase mais nitida Ensmo Secundario, em meados da
década de 1960, com o Movimento da Matematica Madekté entdo, a julgar pelos
livros a que tivemos acesso, apenas 0 estudo derbiaéintes e Sistemas Lineares

eram realizados nesse nivel de ensino.



Nos livros anteriores ao MMM o capitulo de determnites €, normalmente,
iniciado com o conceito de permutagdo, sendo es#izado para definir um
determinante. Nessas obras, 0 termo matriz apa@eeas para representar o quadro
gue contém os elementos do determinante.

Nas obras posteriores ao movimento, publicadas P85S, inicia-se uma nova
abordagem ao estudo das matrizes. Os determingeitessm de ser o foco do estudo e
0 ensino de matrizes é realizado com mais profaa@idsendo, entdo, apresentada a
Algebra das Matrizes no Ensino Secundario. Os nl@tantes passam a ser tratados,
entdo, apenas como um acessorio ao estudo de esarde sistemas lineares.

Vale ressaltar, ainda, que das obras que analisaapesas as publicadas por
Caraca, em 1945 e 1959, Monteiro, em 1965, SMSG1@66, e Bezerra, em 1968,
definem “anel” no decorrer do estudo, sendo apesass dois ultimos dedicados ao

ensino secundario, ou seja, apenas Bezerra segstwaura apresentada pelo SMSG.
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